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Vorwort

Die Selbstlokalisation von autonomen Fahrzeugen und Robotern ist eine Problematik, mit
der sich Konstrukteure solcher Systeme aus verschiedenen Griinden beschéftigen miissen:

Unter Autonomie versteht man nicht nur die Fahigkeit, daf sich ein Fahrzeug nach ei-
ner Standortinitialisierung selbstéindig in einem abgegrenzten Gelédnde bewegt. Es gehort
ebenso dazu, dak es diese anfingliche Positionsbestimmung ohne fremde Hilfe durchfiih-
ren kann. Dabei hat das autonome System zunichst meist keinerlei Information iiber den
aktuellen Standort aufer einer Karte, in der das Geldnde eingezeichnet ist. Derartige Si-
tuationen treten nicht nur zu Beginn des Einsatzes eines Roboters auf, sondern auch nach
technischen Ausnahmesituationen, wie Stromausfillen oder einem Versagen der Sensorik.

Selbst wenn das autonome System seinen Standort kennt und nun bei allen Bewe-
gungen die Verdnderung der Koordinaten seiner Position protokolliert, sind nach einer
gewissen Zeit grofse Abweichungen des berechneten Standorts vom tatsichlich zutreffen-
den mit den heutigen Mitteln der Technik nicht zu verhindern. Durch unebene oder weiche
Boden, aber auch Ungenauigkeiten im Bewegungsapparat des Fahrzeugs kommt es un-
weigerlich zu einem Abdriften von der beabsichtigten Bahn. Auch dieses Problem kann
durch eine regelmifige Standort-Neubestimmung zumindest gelindert werden. Indiskuta-
bel ist jedenfalls der Eingriff eines Menschen in immer wiederkehrenden Abstidnden, der
die Position des Roboters korrigiert.

Zur Lokalisation gibt es vor allem zwei wesentliche Grundrichtungen. Die eine M&g-
lichkeit benutzt Landmarken, d.h. Markierungen an Wénden oder auf dem Untergrund,
die der Roboter erkennt und danach seinen Kartenstandort ermitteln kann. Die andere
Vorgehensweise betont mehr die Unabhéngigkeit des Roboters auch von derartigen Kenn-
zeichnungen des Geldndes und untersucht die Moglichkeiten der Lokalisation ausschlieflich
anhand des sichtbaren Teils der Umgebung.

Die vorliegende Diplomarbeit bezieht sich auf die landmarkenfreie Navigation. Dazu
gibt es einen theoretischen Ansatz von Guibas, Motwani und Raghavan (|[GMR95]), der
auf dem Vergleich sogenannter Sichtbarkeitspolygone vom Roboterstandort einerseits und
von Kartenpositionen andererseits beruht. Sobald dabei eine Ubereinstimmung festge-
stellt wurde, ist ein Kartenstandort gefunden, der beziiglich des einsehbaren Bereiches als
Position des Roboters in Frage kommt.

Dieser Ansatz stofst in der praktischen Anwendung auf Schwierigkeiten. Dafiir sind vor
allem die technischen Md&glichkeiten der Aufzeichnung des Sichtbarkeitspolygons verant-
wortlich. Verwendet man hierzu einen Entfernungssensor irgendeiner Art (z.B. Laserscan-
ner), so gibt es nicht nur Mekungenauigkeiten, sondern auch das Problem einer begrenz-
ten Auflosung des Scanbildes, so dafs man weder prézise noch vollstindige Information
iiber seine Umgebung erwarten kann. Ein einfacher Vergleich von Sichtbarkeitspolygonen
schlagt also fehl.

il



iv VORWORT

Die Idee zur Bewiltigung dieser Schwierigkeiten stellen Distanzfunktionen dar, die die
Ahnlichkeit zwischen einem Scan und einem aus der Karte extrahierten Sichtbarkeits-
polygon beschreiben sollen. Das Bewertungskriterium fiir einen Kartenstandort ist dann
nicht mehr Identitit, sondern nur noch Ahnlichkeit zum realen Standort hinsichtlich des
sichtbaren Anteils der Szenerie.

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Anforderungen an Distanzfunktionen zwi-
schen Polygonen in diesem konkreten Kontext. Dazu werden in einem einfiihrenden Ka-
pitel zundchst Grundbegriffe erliutert und die bereits zitierte Methode von Guibas et al.
zusammen mit ihren Problemen in der Praxis genauer vorgestellt.

Der Hauptteil der Arbeit liegt in Kapitel 2. Dort werden zwei Ansétze zur Definition
von Distanzfunktionen zwischen sternférmigen Polygonen (mit denen wir es hier stets
zu tun haben) untersucht, die intensiv von den Gegebenheiten der Roboterlokalisation
Gebrauch machen. Neben einer theoretischen Analyse der definierten Metriken werden
jeweils auch Hinweise zu deren Implementation gegeben.

Kapitel 3 beschreibt Distanzfunktionen anderer Autoren, die sich nicht speziell auf
sternférmige Polygone beziehen, aber dennoch vielversprechend erscheinen. Es werden ihre
Starken und Schwéchen, auch im Vergleich mit den Distanzen aus Kapitel 2, untersucht.

Nachdem nun etliche Ahnlichkeitsfunktionen zwischen Polygonen angefiihrt wurden,
geht es im abschlieflenden Kapitel 4 um eine Diskussion der Einsatzmoglichkeiten in der
Praxis. Das Vorgehen zur Lokalisation beruht nach wie vor auf dem Verfahren von Guibas
et al., welches jedoch fiir die Praxis stark iiberarbeitet werden mufl. Anschliefsend fafst
dieses Kapitel einige Punkte zusammen, die bis dahin entweder nicht angesprochen wurden
oder offengeblieben sind.

Zu dieser Arbeit geh6ren auch die Implementationen der beiden Distanzen aus Kapi-
tel 2. Im Anhang A sind einige Beispiele fiir das Verhalten der Metriken in verschiedensten
Situationen aufgefiihrt, die die theoretischen Analysen bestétigen sollen. — Ebenfalls im
Anhang ist eine Auswahl von Begriffen und Symbolen verzeichnet, die moglicherweise
nicht dem iiblichen mathematischen Wortschatz angehoren.

Dort sind jedoch keine allgemein bekannten Definitionen und Bezeichnungen enthalten.
Gleiches gilt generell fiir Sachverhalte aus der Mathematik und der Geometrie, die im
Laufe dieser Arbeit zitiert werden. Beweise werden bis auf wenige Ausnahmen nur fiir die
hier entwickelten Zusammenhénge dargeboten.

Zum Abschlufs sei an dieser Stelle allen gedankt, die mich bei der Anfertigung dieser
Diplomarbeit unterstiitzt und durch schwierige Phasen hindurch begleitet haben. Dazu
gehoren in erster Linie meine beiden Betreuer, Herr Prof. Hartmut Noltemeier und Herr
Oliver Karch. Fiir die zahlreichen Vorschlige und Diskussionsangebote gilt mein Dank
weiterhin Herrn Riko Jacob, der stindig Interesse am Fortgang der Arbeiten bekundet
hat.
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Kapitel 1

Einfihrung

1.1 Grundbegriffe

Die Sichtbarkeit von Objekten ist iiberall da von Bedeutung, wo es um das Wiederer-
kennen einer bekannten Umgebung (Szene) oder eines Teils davon geht. Diese ist zumeist
in Form einer (zweidimensionalen) Karte gegeben, die alle Merkmale des Geldndes in
vereinfachter geometrischer Form darstellt. Dazu gehoren zwei Dinge:

a) der Rand der Szene. Dabei handelt es sich um eine Kurve im Jordanschen Sinne,
d.h. um einen geschlossenen, iiberschneidungsfreien, stetigen Kantenzug.

b) die Hindernisse der Szene, d.h. die Représentationen aller Objekte, die in einer
realen Umgebung als Gegenstinde vorstellbar sind. Auch hier nimmt man zun#chst
Jordankurven an.

Héufig sind diese Kurven in Form geometrischer Figuren gegeben, z.B. Kreise fiir Sdulen,
Rechtecke fiir Tische etc.

Die Hindernisse sind simtlich vollstéindig im Inneren' der Randkurve enthalten. Dar-
iiberhinaus sollen keine zwei Hindernisse einen inneren Punkt gemeinsam haben, d.h. die
Hinderniskurven sollen untereinander iiberschneidungsfrei sein und sich nicht gegenseitig
enthalten? Im folgenden wird der Begriff Objekt als Oberbegriff fiir Rand(objekt) und
Hindernis(objekt) verwendet.

Die Unterscheidung zwischen Rand und Hindernissen ist notwendig, da diese Objekte
auf unterschiedliche Art und Weise die Szene in zwei Zonen einteilen, und zwar in den
Freiraum (free space) — das ist das Innere des Randes geschnitten mit dem AuReren eines
jeden Hindernisses — und den Hindernisraum (obstacle space) — das ist die Vereinigung
des Inneren aller Hindernisse? Beide Zonen sind also beschriinkt; der Hindernisraum ist
auferdem unzusammenhingend, falls mindestens zwei Hindernisse vorhanden sind.

Die Auswahl von Algorithmen, die auf solchen Szenen arbeiten, hingt in erster Linie
von der Art der Objekte ab. Da der praktische Hintergrund auf dem Gebiet der Robo-
terlokalisation vor allem Innenrdume sind, z.B. in Fabrikgebduden, Krankenhéusern usw.,

!Der Begriff ,Inneres‘ ist hier nicht im topologisch-mengentheoretischen, sondern im anschaulich-
geometrischen Sinne zu verstehen.

2 Andernfalls spricht man von ,Hindernissen mit Lochern®.

3Die Verwendung der Begriffe Auferes und Inneres ist wegen der Beschriankung auf Jordankurven
durch den Jordanschen Kurvensatz legitimiert.



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

erhofft man sich regelméfige und mathematisch leicht modellierbare Kurven als Begren-
zungen der Objekte. Daher nimmt man zunichst ,Primitivflichen aus der Geometrie
zur Beschreibung von Rand und Hindernissen an. Der {iberaus gréfite Anteil bisheriger
Ergebnisse bezieht sich auf polygonale Szenen, bei denen also als Begrenzungskurven nur
(einfache) Polygone zugelassen sind. Die vorliegende Diplomarbeit bezieht sich ebenfalls
ausschlieflich auf diese Art von Umgebungen. Bild 1.1 zeigt einen solchen Fall, in dem
sich zwei rechteckige Hindernispolygone beriihren.

Abbildung 1.1: Eine polygonale Szene. Der Hindernisraum ist schwarz gezeichnet

1.2 Ein Ansatz fir die Lokalisation

In diesem Abschnitt soll die Beschéftigung mit Distanzfunktionen und Matchingverfahren
aus Sicht der Roboterlokalisation motiviert werden.

Das Lokalisationsproblem in der algorithmischen Geometrie ist durch folgende Aufga-
benstellung definiert:*

Gegeben ist die Karte einer Szene, wie sie in Kapitel 1.1 beschrieben ist. Ein Beob-
achter (in der Praxis z.B. ein Roboter), der sich im Besitz dieser Karte befindet, hat nur
die Information, daf sein aktueller Standort innerhalb des Freiraums dieser Szene liegt.
(Dies kann zum Beispiel durch Verlust aller Daten iiber die bisherige Positionierung ge-
schehen sein, wie etwa nach einem Stromausfall oder einem Versagen der Sensorik.) Er
soll nun in einer ersten Phase seinen Standort in der Karte wiedererkennen, ohne sich zu
bewegen, d.h. ausschlieflich anhand des aktuell sichtbaren Bereiches. Wie wir spéter im
Abschnitt 1.2.2 noch sehen werden, ist das jedoch in vielen Situationen nicht eindeutig
moglich. Daher schlieft sich im Fall mehrerer hypothetischer Losungen der ersten Phase
eine zweite an, in der sich der Beobachter gezielt auf Teile der Karte zubewegen soll,
die mehr Sichtbarkeitsinformation als der augenblickliche Standort liefern und daher die
Mehrdeutigkeiten aufzultsen helfen.

Dieser Ansatz ist vollstindig in dem Sinne, dafs nach geniigend langen zuriickgelegten
Erkundungswegen stets eine eindeutige Losung angegeben werden kann: Hat der Beob-

4 Ausfiihrliche Beschreibungen finden sich zum Beispiel in [GMR95], [K1b94] und [DRW95].



1.2. EIN ANSATZ FUR DIE LOKALISATION 3

achter im Extremfall die gesamte Szene abgelaufen, so kennt er die exakte Position in der
Karte.

In dieser Diplomarbeit wird es ausschliefllich um die erste Phase gehen. Guibas, Mot-
wani und Raghavan stellen dazu in ihrer Arbeit [GMR95] ein Verfahren vor, das Aus-
gangspunkt fiir die Beschiftigung mit dem Thema war. Daher soll es im folgenden in
leicht vereinfachter Form vorgestellt werden.

1.2.1 Sichtbarkeitspolygone und -skelette
1.2.1.1 Begriffsklarungen

Zunéchst wollen wir den Begriff | sichtbarer Bereich” etwas niher beleuchten. Darunter ver-
steht man die Menge aller Punkte, die vom gegebenen Betrachterstandpunkt aus sichtbar
sind, d.h. fiir die die Verbindungsstrecke zum Betrachter keine Szenenkante schneidet. Fiir
den Fall, dafs alle Objekte der Szene Polygone sind, ergibt sich ein einfacher und wichtiger
Zusammenhang:

Lemma 1.1 Fiir eine polygonale Szene und einen beliebigen Betrachterstandpunkt inner-
halb des Freiraums ist die Fldche aller sichtbaren Punkte ein Polygon.

Zum Beweis iiberpriift man, daf diese Fldache beschrinkt, zusammenhingend und gerad-
linig begrenzt ist.

Definition 1.2 (Sichtbarkeitspolygon) Fir eine polygonale Szene und einen beliebi-
gen Betrachterstandpunkt p innerhalb des Freiraums heifit der sichtbare Bereich Sicht-
barkeitspolygon von p und wird mit V(p) bezeichnet.

Daher konnen auf den Sichtbereich eines Beobachters, der ja zum Wiedererkennen des
Standortes innerhalb der Karte dienen soll, Polygonalgorithmen angewendet werden. Ab-
bildung 1.2 zeigt ein Sichtbarkeitspolygon fiir die Szene aus Bild 1.1. Die Position des
Beobachters ist durch einen kleinen Kreis in der Mitte des Bildes gekennzeichnet.

Abbildung 1.2: Das Sichtbarkeitspolygon eines Betrachterstandpunktes

Wie im néchsten Abschnitt beschrieben ist, wird zur Losung des Lokalisationsproblems
noch eine weitere Grundstruktur benétigt: Nach [GMRO5| lassen sich die Kanten des
Sichtbarkeitspolygons in zwei Klassen einteilen:
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a) die echten Kanten. Sie sind (Teile von) Kanten der Szene, liegen also entweder auf
Kanten von Hindernispolygonen oder auf Randpolygonkanten.

b) die Scheinkanten. Sie entstehen durch Verldngerung eines Sichtstrahles vom Beob-
achter durch eine verdeckende Szenenecke, bis dieser Strahl auf eine Szenenkante
trifft. Der Auftreffpunkt mit der Kante heifst Scheinecke.

Der Beobachterstandpunkt ist also der gemeinsame Schnittpunkt aller Geraden ent-
lang der Scheinkanten. In Abbildung 1.3(a) sind die Scheinkanten des Sichtbarkeitspoly-
gons gepunktet gezeichnet, die Scheinecken sind von einem Kreis umschlossen.

Scheinecken haben die Eigenschaft, sich auch bei nur geringer Verinderung des Stand-
orts sofort zu verschieben. Echte Ecken (Szenenecken) hingegen verédndern nicht ihre Lage
in der Karte; sie konnen nur verschwinden oder neu sichtbar werden. Letzteres geschieht
nicht kontinuierlich, sondern lediglich beim Uberschreiten von Verdeckungslinien, die von
verdeckenden Szenenecken induziert werden, und davon gibt es nur endlich viele. Solange
die Beobachterposition in einem Bereich variiert, in dem keine solche Linie iiberschritten
wird, sieht der Beobachter immer die gleichen Szenenecken. Ebenso bleibt die angula-
re Ordnung dieser FEcken erhalten. Daher liegt es nahe, diese Eckenfolge als Polygon zu
interpretieren, welches wir Skelettpolygon des Beobachterstandorts nennen wollen. Seine
Eckpunkte sind also alle Ecken des Sichtbarkeitspolygons aufter die Scheinecken, die durch
neue, kiinstliche Kanten iiberbriickt werden.

Bild 1.3(b) zeigt das Skelettpolygon zum nebenstehenden Sichtbarkeitspolygon. Die
kiinstlichen Kanten sind gestrichelt gezeichnet. Die in Abbildung (a) daneben eingekrei-
sten Scheinecken sind im Skelett nicht mehr vorhanden.
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Abbildung 1.3: Sichtbarkeitspolygon (a) und zugehdoriges Skelett (b) (jeweils fett)

Nun ist aber von der Szenenkante, auf der eine Scheinecke liegt, immerhin ein Stiick
sichtbar, so dak das vollstindige Weglassen dieser Kante einen Informationsverlust dar-
stellen wiirde. Daher versieht man jede kiinstliche Kante mit der Gleichung der Geraden,
entlang der die dahinterliegende Szenenkante verlduft. Diese Zusatzinformation heifst Label
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der kiinstlichen Kante. Sie verdndert sich ebenfalls nicht, solange keine Verdeckungslinie
iiberschritten wird.
Die genannten Bezeichnungen lassen sich zusammenfassen zu der

Definition 1.3 (Sichtbarkeitsskelett) Gegeben seien eine polygonale Szene und das
Sichtbarkeitspolygon V(p) zu einem Beobachterstandort p. Das Sichtbarkeitsskelett (zu
dem vorgegebenen Sichtbarkeitspolygon bzw. dem Standort) besteht aus dem Skelettpolygon,
in dem jede kiinstliche Kante mit ihrem Label in Form einer Geradengleichung versehen
15t.

Die Bedeutung all dieser Strukturen wird in Kapitel 1.2.2 deutlich, in dem ein Lokalisati-
onsalgorithmus vorgestellt wird. In vorliegender Diplomarbeit werden allerdings Polygone
im Vordergrund stehen, so daff wir uns im folgenden auf den polygonalen Anteil des
Skeletts beschrinken werden und daher oft nur das Skelettpolygon meinen, wenn vom
Sichtbarkeitsskelett die Rede ist.

1.2.1.2 Eigenschaften

Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden zwei wichtige geometrische Charakteristiken von
Sichtbarkeitspolygon und -skelett aufgefiihrt, die bei der spiteren Behandlung zum Teil
von Bedeutung sind.

Zunichst zeigen die Abbildungen, daf weder das Polygon noch das Skelett konvex zu
sein brauchen. Vielmehr gilt zunéchst folgender Zusammenhang:

Satz 1.4 Fiir Szenen ohne Hindernisse, d.h. mit einem alleinigen Randpolygon P, gilt:
Das Sichtbarkeitspolygon V(p) eines Beobachterstandortes p ist genau dann konvex, wenn
P selbst konvez ist.

Insbesondere hingt also die Konvexitit der Sichtbarkeitspolygone nicht von der Auswahl
eines Standortes ab.

Beweis: Dazu benétigen wir die aus der Geometrie bekannte Tatsache, daf ein Polygon
genau dann konvex ist, wenn jede seiner Ecken konvex ist, d.h. der Innenwinkel an jeder
Ecke héchstens 180° betrigt.

a) ,<=*: Ist P konvex, so ist von p aus jeder Punkt sichtbar, d.h. es ist V(p) = P.
Also ist auch V(p) konvex.

b) ,,=": Sei nun P nicht konvex. Ist V(p) = P, so ist auch V(p) nicht konvex, und
der Beweis ist erbracht. Gelte nun V(p) # P. wegen V(p) C P (betrachtet als
Punktmengen der Polygonflichen) gibt es eine Kante e von V(p), an der sich V(p)
und P\V(p) beriihren. Diese Kante verlduft also im Innern von P und trennt lokal
sichtbaren und unsichtbaren Bereich.

Dies ist nur fiir die Scheinkanten des Sichtbarkeitspolygons moglich, da echte Kanten
— der andere Kantentyp — nicht im Innern der Szene verlaufen, sondern auf dem
Rand. Scheinkanten haben stets genau eine verdeckende Szenenecke als Endpunkt
(siehe Beginn dieses Abschnitts). Eine solche Ecke ist jedoch konkav (nichtkonvex):
Nach aufsen gerichtete Ecken konnen nicht verdecken, denn der Sichtstrahl von p
durch diese Ecke wiirde das Innere von P verlassen.
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Diese Konkavecke u (in P) ist auch eine Ecke in V(p). Da von p aus genau eine der
beiden zu u adjazenten Szenenkanten sichtbar ist (denn u ist eine Verdeckungsecke),
ist u auch eine Konkavecke in V(p). Somit ist auch V(p) nicht konvex.

O

Fiir Szenen mit mindestens einem Hindernis ist zunéchst der Begriff der konvexen /kon-
kaven Ecke zu verallgemeinern:

Definition 1.5 (Reflexecke) Fine Ecke, die zum Randpolygon gehort und konkav ist
oder zu einem Hindernispolygon gehdrt und konvex ist, heifit Reflexecke oder reflexe
Ecke.

Anschaulich gesprochen, sind Reflexecken genau die Objektecken, die in Richtung des
Freiraums zeigen. Nur diese Ecken kdnnen fiir Verdeckungen verantwortlich sein.

Damit ist sicherlich ein Sichtbarkeitspolygon eines Punktes p genau dann konvex, wenn
von p aus keine Reflexecke der Szene sichtbar ist. Genau die Reflexecken verursachen
namlich konkave Ecken im Sichtbarkeitspolygon und machen dieses somit nichtkonvex.

Die folgende Argumentation iiber die Konvexitit des Sichtbarkeitspolygons folgt der
Richtung ,=* von Satz 1.4. Der zugrundeliegende Freiraum fiir einen Beobachter soll
jetzt abkiirzend mit S bezeichnet werden. Der Fall V(p) = S tritt hier nicht auf, da
durch jedes Hindernis einige Punkte der Sicht des Beobachters entzogen werden. Wegen
V(p) € S existiert wieder eine Kante von V(p), die an einem Ende durch eine Reflexecke
begrenzt ist. Diese Ecke verursacht in V(p) eine konkave Ecke und ist verantwortlich fiir
dessen Nicht-Konvexitdt. Zusammenfassend ergibt sich:

Satz 1.6 In einer Szene mit mindestens einem Hindernis ist das Sichtbarkeitspolygon
eines jeden Beobachterstandortes nichtkonver.

Die Eigenschaft der Konvexitit steht also nicht zur Verfiigung. Hingegen laft sich
anhand der Bilder vermuten und auch aus der Definition unmittelbar ableiten, dalt das
Sichtbarkeitspolygon sternférmig ist, und es liegt sogar ein Kernpunkt vor: der Beob-
achterstandort. Bild 1.3(b) legt selbiges auch fiir das Skelettpolygon nahe, obwohl es in
diesem Fall nicht so selbstversténdlich ist. Es gilt jedoch das allgemeinere

Lemma 1.7 Gegeben seien ein Polygon P und ein Punkt p im Innern von P. Der Punkt
p st genau dann ein Kernpunkt von P, wenn alle Eckpunkte des Polygons von p aus
sichtbar sind.

Im Fall unserer Sichtbarkeitsskelette sind tatséichlich alle Eckpunkte vom Beobachter-
standort aus sichtbar, denn die neuen, kiinstlichen Kanten verdecken keine (vorher) sicht-
baren Szenenecken; sie iiberbriicken allein Scheinecken. Somit verdecken diese Kanten
keine Skelettecken, da letztere niemals Scheinecken sind. — Fassen wir also zusammen:

Satz 1.8 Flir einen beliebigen Beobachterstandort q innerhalb des Freiraums sind sowohl
das Sichtbarkeitspolygon als auch das Skelettpolygon sternformig, und ¢ dbernimmt in
beiden Fillen die Rolle eines Kernpunktes.



1.2. EIN ANSATZ FUR DIE LOKALISATION 7

1.2.2 Skizze des Algorithmus’

In diesem Teilabschnitt wird der in [GMR95| vorgestellte Lokalisationsalgorithmus fiir po-
lygonale Szenen grob demonstriert. Wahrend wir bisher von der Position eines Betrachters
als Beobachterstandort gesprochen haben, so soll in Zukunft meist von einem Anfragepunkt
die Rede sein, um deutlich zu machen, daf es um die Lésung der Lokalisationsanfrage fiir
einen Roboter geht.

Das Grundprinzip der Lokalisation ist der Vergleich des Sichtbarkeitspolygons des Be-
trachterstandortes® mit allen denkbaren Sichtbarkeitspolygonen der Szene. Wann immer
ein Kartenpunkt einen Sichtbereich der gleichen polygonalen Form induziert, ist eine
Losung gefunden. Wie schon weiter vorne angemerkt, ist auf diese Weise der Standort
des Betrachters nicht immer eindeutig bestimmbar: Man stelle sich eine Galerie mit vie-
len identisch aussehenden Seitenrdumen und einigen Vitrinen im Korridor vor (Abbil-
dung 1.4). Ein Beobachter kann die beiden &uferen der Seitenrdume unter Umstdnden
nicht voneinander unterscheiden, falls er sich selbst in einem davon befindet, weil sie die
exakt gleiche Sicht in den Korridor bieten. Er kann lediglich die Lage relativ zu den Sei-
tenriumen diagnostizieren® — Alle Losungsstandorte des Algorithmus’ haben also dasselbe
Sichtbarkeitspolygon.

Abbildung 1.4: Eine Szene mit Mehrdeutigkeiten

Nun koénnen freilich nicht alle Kartenstandorte auf das ,,passende‘ Sichtbarkeitspolygon
abgetestet werden: Verdindert man die Position in der Szene, so dndert sich sofort auch
das Sichtbarkeitspolygon; es gibt also unendlich viele verschiedene solche Polygone — die
Suche muf auf geeignete Weise diskretisiert werden.

Die Idee hierfiir wurde schon im Abschnitt iiber die Sichtbarkeitsskelette geliefert:
Bei einer Standortvariation &ndern sich das Skelettpolygon und die Kantenlabel nur, falls
eine Verdeckungslinie iiberschritten wird. Deren Anzahl ist von der Grokenordnung O(n?),
wenn n die Anzahl aller Objektecken der Szene ist.

Zeichnet man also alle Verdeckungslinien in die Karte ein, erhélt man eine Zerlegung
in Zellen mit der wichtigen Eigenschaft, daf innerhalb einer Zelle das Sichtbarkeitsskelett
fiir alle Standorte dasselbe ist. Man nennt diese Zellen Sichtbarkeitszellen. In Bild 1.5 ist

°In der Praxis konnte dieses Polygon von einer Sensorik des Roboters geliefert worden sein, die auf
Laserscanner-Daten zuriickgreift.

6Gleichwohl kann man bei einer ,hinreichend unregelméfigen Szene mit einer eindeutigen Antwort
auf die Lokalisationsanfrage rechnen.
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die Sichtbarkeitszellenzerlegung des mittleren Ausschnitts der Galerie in Abbildung 1.4
angegeben. Die Verdeckungslinien sind diinn eingezeichnet. Die beiden markierten Punk-
te haben dasselbe Sichtbarkeitsskelett, d.h. insbesondere sind von da aus dieselben Sze-
nenecken (eingekreist) sichtbar; fiir jeden Standort einer beliebigen Nachbarzelle sind es
entweder mehr oder weniger.

& d

Abbildung 1.5: Eine Zerlegung in Sichtbarkeitszellen

Diese Zellenzerlegung ist die entscheidende Erkenntnis fiir die geforderte Diskretisie-
rung der Standortsuche in der Karte: Anstatt die Sichtbarkeitspolygone der Kartenpunk-
te zum Vergleich heranzuziehen, ermittelt man zunéchst nur die Zellen, deren (eindeutig
bestimmtes) Sichtbarkeitsskelett mit dem Skelett des Beobachterstandorts (,Anfrageske-
lett*) iibereinstimmt. Dabei miissen neben den Skelettpolygonen und ihrer Kantentypen
(echt/kiinstlich) auch die Label der kiinstlichen Kanten identisch sein, und zwar relativ
zu einem Bezugspunkt innerhalb des Skeletts als Koordinatenursprung: Die absoluten Ko-
ordinaten in einem globalen Koordinatensystem der Karte sind freilich von Standort zu
Standort verschieden und machen keinen Sinn, da der Roboter ja nicht ,,global sieht”, son-
dern nur relative Lagebeziehungen, wie Entfernungen, ausmachen kann. — In Bild 1.4 ist
zum Beispiel der mittlere markierte Standort von den beiden dufseren aufgrund des Labels
unterscheidbar: Es ist viel weiter vom Standort entfernt als bei den duferen Riumen.

Nach der Bestimmung dieser ,passenden Zellen“ hat man aber weder irgendwelche
Sichtbarkeitspolygone verglichen (die Skelette geben ja noch keinen Aufschluf iiber den
Standort innerhalb der Zelle) noch potentielle Losungspositionen in der Karte gefunden.
Dazu ist folgender letzter Schritt nétig: Der Anfragepunkt ¢ hat innerhalb des Anfrageske-
letts eine feste relative Lage (die wieder mit Hilfe eines Bezugspunktes angegeben werden
kann). Hat man eine passende Sichtbarkeitszelle C gefunden und bildet das Anfrageskelett
zusammen mit dem Anfragepunkt auf das identische Zellskelett ab, so bekommt ¢ eine
Kartenposition p innerhalb des Zellskeletts zugeordnet. Ob aber p sogar innerhalb der
Zelle C liegt, ist offen und mitverantwortlich dafiir, ob mit p eine potentielle Lésung ge-
funden ist oder nicht. Dariiber gibt folgender Satz Auskunft, der in etwas abgewandelter
Form auch in [GMR95] zu finden ist:

Satz 1.9 Gegeben seien ein Anfragepunkt q und eine Sichtbarkeitszelle C mit passendem
Skelett. Sei weiter p derjenige Kartenpunkt, auf den q bei der FEinbettung des Anfrageske-
letts an die Position des Skeletts der Zelle abgebildet wird. Dann gilt: p und q erzeugen
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genau dann dasselbe Sichtbarkeitspolygon (und p ist eine Losung der ersten Phase der Ro-
boterlokalisation), wenn die Zelle, in der p liegt, ebenfalls ein passendes Skelett induziert.

Das ist insbesondere dann der Fall, wenn p in C liegt. Gehort p jedoch zu einer anderen
Zelle C', so wird erst bei der Behandlung dieser Zelle C' dariiber entschieden, ob p eine
Losung ist.

1.2.3 Anwendungsaspekte

Das Verfahren von Guibas, Motwani und Raghavan basiert auf einem Vergleich von Sicht-
barkeitsskeletten der Sichtbarkeitszellen (Zellskelette) mit dem Skelett der Anfragepositi-
on (Anfrageskelett). Wahrend die Zellskelette im Preprocessing exakt bestimmt werden,
mufs das Anfrageskelett mit geeigneten technischen Mitteln bei der Query gemessen wer-
den. Verwendet man dafiir einen Laserscanner, so treten zwei Arten von Problemen auf:

Mefsungenauigkeiten: Die zuriickgelieferten Entfernungswerte vom Roboter bis zum
Auftreffpunkt des Laserstrahls sind fehlerbehaftet.

Diskretisierung: Auf der Peripherie des (theoretischen) Sichtbarkeitspolygons werden
nur endlich viele Punkte vom Laserstrahl getroffen, da die Strahlen stets in festen
Winkelinkrementen ausgesendet werden. Diese Winkelgrofe und die Entfernung des
Standorts vom Hindernis bestimmen die Dichtheit der Mefpunkte und damit die
Feinheit der Messung. Dies ist in Bild 1.6(a) zu erkennen. Die Lénge der eingezeich-
neten Strahlen soll die gemessene fehlerbehaftete Entfernung reprisentieren (die
auch grofer sein kann als die exakte Distanz).

Diese beiden Punkte machen einen Einsatz des vorgestellten Lokalisationsverfahrens in
der Praxis unter ezaktem Skelettvergleich unmoglich (siehe Abbildung 1.6(b)). Um die
Diskretisierung zu umgehen, kann man zwar die Entfernungswerte in Punkte umrech-
nen und diese dann (gegebenenfalls mittels Geradenapproximation) zu einem Polygonzug
verbinden. Trotzdem bleibt aber die Gestalt der Szene im Winkelintervall zwischen zwei
ausgesendeten Laserstrahlen verborgen. Das aus dem Scan extrahierbare Sichtbarkeitspo-
lygon ist daher stets nur eine Naherung und 1a#t sich in der Karte nicht exakt wiederfinden.

Aus diesen Griinden kann der Vergleich des Anfrageskeletts mit dem Zellskelett nur
ndherungsweise durchgefiihrt werden. Das motiviert den Einsatz einer Distanzfunktion,
der ein Scan und ein Skelett {ibergeben werden und die als Ausgabe eine reelle Zahl lie-
fert, die in einem bestimmten Sinne die Ahnlichkeit der Eingabegréfen beschreibt. Dabei
sollte beriicksichtigt werden, daf sich der Scan und das Skelett in ihrer Qualitit wesent-
lich unterscheiden, z.B. hinsichtlich der Anzahl der Eckpunkte und der prognostizierten
bzw. tatsichlichen Genauigkeit. Als ,passend* werden dann diejenigen Sichtbarkeitszellen
bezeichnet, fiir die der Skelett-Scan-Distanzwert unter einer bestimmten Schranke liegt
oder zu den k kleinsten gehort (fiir ein geeignetes k).

Im Zusammenhang mit den Laser-Unzulénglichkeiten stellt sich die Frage, ob es Sinn
macht, im Preprocessing fiir jede Sichtbarkeitszelle das Skelett exakt zu berechnen und
auch so zu speichern. Dabei entstehen bei komplexen Szenen unter Umsténden sehr detail-
lierte Skelette, die vom Laser so in keinem Fall wahrgenommen werden konnen. Es konnte
also sinnvoll sein, in einem weiteren Preprocessing-Schritt Skelette zu vereinfachen oder
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Abbildung 1.6: Ein Scanbild eines Szenenausschnitts (a); ein Vergleich ideales — reales
Sichtbarkeitspolygon (b)

sogar benachbarte Sichtbarkeitszellen zu verschmelzen, wenn sich ihre Skelette nur wenig
unterscheiden. Dies ist moglich, weil durch den Einsatz von Distanzfunktionen nicht die
Kongruenz, sondern nur die (intuitive) Ahnlichkeit von Anfrage- und einem Zellskelett
relativ zu anderen Zellskeletten gepriift wird. In vorliegender Arbeit werden derartige
Kartenvereinfachungen jedoch nicht behandelt; es wird immer von den exakten Daten des
Preprocessings ausgegangen.

Doch die Ahnlichkeitsfunktionen zwischen Scan und Skelett bzw. allgemein zwischen
Polygonen miissen noch weitere Aufgaben {ibernehmen, die sich gut damit verbinden
lassen. Sie betreffen weniger die Gestalt, sondern mehr die Lage der Polygone und Skelette:

Der Roboter kann mit einem Laser-Radar nur relative Lagebeziehungen bestimmen.
Man kann daher nicht erwarten, daf die Eckenkoordinaten des Anfrageskeletts selbst im
Fall der Kongruenz mit den (absoluten) Koordinaten eines Zellskeletts iibereinstimmen.
Vielmehr geht es im Algorithmus um eine korrekte Einbettung des Anfrageskeletts in die
Karte (siehe z.B. Satz 1.9). Diese Vorstellung entspricht formal dem (beliebigen) Verschie-
ben eines Polygons, so daf die Ahnlichkeitsfunktion translationsinvariant sein mus.

Ein Polygon zeichnet sich aber auch durch eine Orientierung aus: Moglicherweise un-
terscheidet sich ein Zellskelett vom kongruenten Anfrageskelett nur durch eine Rotation.
Ob diese zu ignorieren ist, d.h. ob auch beliebige Drehungen der Eingabepolygone ohne
Einfluk auf das Ergebnis des Vergleichs sein sollen, héingt davon ab, ob der Roboter einen
Kompaf besitzt. Falls ja, so kann man festlegen, daft nach jeder Scan-Aufnahme das Po-
lygon um den Winkel gedreht wird, um den die Blickrichtung des Roboters z.B. von Nord
abweicht. Die Zellskelette aus dem Preprocessing miissen ebenfalls so gespeichert sein, als
wiren sie vom Roboter mit dieser Blickrichtung aufgenommen worden. Erst nach dieser
Einnordung des Anfrageskeletts wird es an die Vergleichsfunktion iibergeben. Eine Sicht-
barkeitszelle darf nur dann als passend bezeichnet werden, wenn ihr Skelett ausschlieflich
durch eine Translation auf das Anfrageskelett gut genug (in oben beschriebenem Sinne)
gematcht werden kann: Potentielle Losungsskelette miissen zum Anfrageskelett gleichge-
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richtet sein.

Ohne Kompalfs ist die Einnordung nicht moglich. Ein kongruentes Zellskelett mit an-
derer Orientierung als das Anfrageskelett muf als Losung zugelassen sein. Von der Ver-
gleichsfunktion verlangt man Rotationsinvarianz. Die Konsequenz ist, dafs durch die feh-
lende Kompaflvoraussetzung im allgemeinen mehr Standortkandidaten vom Lokalisations-
algorithmus zuriickgeliefert werden.

Skalierungen (zentrische Streckungen) von Polygonen sollen nach Mdoglichkeit von der
Vergleichsfunktion in jedem Fall beriicksichtigt werden, da ein Laserscanner Entfernungen
messen kann. Unterschiedlich ,,grofse‘ Polygone und Skelette sind von ihm also immer
unterscheidbar.

Zusammenfassend sind also folgende Eigenschaften einer Vergleichsfunktion gefordert:

> Geringe Empfindlichkeit gegeniiber Meffehlern und verrauschten Eingabedaten
(,Noise*)

> Translationsinvarianz
> Rotationsinvarianz, falls kein Kompafs zur Verfiigung steht
> Sensitivitdt gegeniiber Skalierungen

Selbst wenn man Distanzfunktionen gefunden hat, die allen diesen Anforderungen
geniigen, gibt es noch etliche Schwierigkeiten bei der Anwendung des Verfahrens in der
Praxis. Dies wird eingehend in Kapitel 4.1 am Ende dieser Arbeit beschrieben, wenn einige
Erkenntnisse iiber Eigenschaften verschiedener Ahnlichkeitsfunktionen vorliegen.

1.3 Morphologische Verfahren im Uberblick

Im Abschnitt 1.2.3 wurden einige Probleme genannt, die im Zusammenhang mit prak-
tischen Anwendungen des zuvor vorgestellten Ansatzes auftreten. Fiir die Bewéltigung
derartiger Schwierigkeiten steht eine Reihe von Verfahren zur Verfiigung, die in diesem
Abschnitt in einer Ubersicht vorgestellt werden sollen. Ahnlichkeitsmafe bilden die Grund-
lage fast aller dieser Verfahren. Deshalb wird zuvor ihre Definition etwas ausfiihrlicher
behandelt.

1.3.1 Geometrische Transformationen

Zu Anfang ist genau festzulegen, was fiir Manipulationen auf welchen Objekten zugelassen
sind:

Objekte konnen allgemein auf zwei Arten angegeben sein: einmal in einer unstruktu-
rierten Form als Punktmengen, zum Beispiel

{z € R’ : dy(z,p) <50}



12 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

fiir irgendeinen Punkt p. Normalerweise liefern Scanner und andere mit ,,Sinnesorganen’
ausgestattete technische Gerite Teile solcher Punktmengen (z.B. die Auftreffpunkte ei-
nes Laserstrahls) als Beschreibung der Umwelt, die sie wahrgenommen haben. Aufgabe
eines Merkmalsinterpreters oder -extrahierers ist es dann, diese Mefkpunktwolken in die
zweite Form der Beschreibung von Objekten zu iiberfiihren: in eine strukturierte Form, in
der Objekte nicht ausschlieklich quantitativ, sondern auch qualitativ durch Angabe ihrer
Eigenschaften beschrieben werden. Zum Beispiel von oben paft die Angabe

Kreis um p mit Radius 50.

Solche Angaben sind vor allem geometrische Formen, wie Polygone oder Ellipsen, zusam-
mengesetzte Figuren, Kurven stetiger Funktionen u.v.m.

Gleichwohl gibt es fiir jedes geometrische Objekt eine Darstellung als Punktmenge.
Das ist wichtig fiir die theoretische Behandlung von Objekten, da viele Aussagen Formu-
lierungen iiber Punktmengen sind.

Transformationen sind ganz allgemein Abbildungen t: O — O, wobei O fiir die oben
beschriebene zulissige Menge von Objekten steht. Man kann sie einteilen anhand der Art
und Weise, wie sie auf Objekte wirken:

Definition 1.10 (Euklidische Transformation) Transformationen, unter denen das
Bild zum Urbild kongruent ist, heiffen Euklidische oder starre Transformationen.

Euklidische Transformationen verdndern also ausschliefslich die Lage eines Objektes. Das
trifft zum Beispiel zu fiir Translationen (Verschiebungen), Rotationen (Drehungen), Re-
flexionen (Spiegelungen) oder sémtliche Kombinationen aus diesen Grundoperationen. Im
Gegensatz dazu verdndert eine Skalierung (d.h. eine zentrische Streckung) die ,Grofe’
eines Objektes. Fiir ein Polygon beléft sie jedoch die Verhiltnisse der Seiten zueinander
sowie simtliche Innenwinkel unveréndert. Man erhélt nach der Anwendung einer solchen
Operation also dhnliche Objekte und verallgemeinert daher obenstehende Definition zu:

Definition 1.11 (Ahnlichkeitstransformation) Transformationen, die ein Objekt auf
ein (im streng geometrischen Sinne) dhnliches Objekt abbilden, heiffen Ahnlichkeit-
stransformationen.

Sie verdndern Lage und Grofe eines Objektes, aber — anschaulich gesprochen — nicht
dessen Form und sind aus Euklidischen Transformationen und Skalierungen zusammen-
gesetzt. Die zugehorigen Abbildungen ¢: O — O lassen sich algebraisch durch Vektor-
addition, Skalarmultiplikation und Matrixmultiplikation (Drehmatrizen) ausdriicken.

Viele in der Praxis vorkommende Transformationen besitzen eine niitzliche Eigen-
schaft, die wir desofteren bendtigen werden:

Definition 1.12 (umkehrbare Transformation) FEine Transformation t € T heifst
umkehrbar (in T ), wenn es eine Transformation t=' € T gibt, so daf8 gilt:

Vaco t7H(t(A)) ist identisch mit A.

Das trifft zum Beispiel zu fiir Rotationen, Translationen und Skalierungen, mit denen wir
uns hauptséchlich beschiftigen werden.
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1.3.2 Distanz- und Ahnlichkeitsfunktionen

Unter einer Distanzfunktion verstehen wir eine Abbildung d: O? — R, die wie iiblich
jedem Paar (A, B) von Objekten eine reelle Zahl zuordnet mit den Minimaleigenschaften
VA, Be O : d(A,B)>0 (1.1)
VAe O : d(A,A)=0
VA,Be O : d(A,B)=d(B,A)

Zusammen mit der Identitétseigenschaft (1.4) sowie der Dreiecksungleichung (1.5) wird
aus der Distanzfunktion eine Metrik:

VA, BeO : d(A,B)=0 = A=B (1.4)
VA,B,C € O : d(A,B)+d(B,C) > d(A,C) (1.5)

Bereits aus (1.2), (1.3) und (1.5) folgt die (schwache) Positivitat (1.1), denn

Vapeo d(A, B) = S(d(A, B) + d(B, 4)) > 7d(4, 4) =0.

DN | —

Die Formel A = B in (1.4) weist hin auf den Unterschied zwischen Identitit von
Objekten (das ist die Ubereinstimmung ihrer Punktmengen in Koordinaten) und deren
gleiche dufere Form (Kongruenz, Ahnlichkeit). Er geht auf die Erkenntnis zuriick, daf
Entfernungen zur Modellierung von Ahnlichkeit notwendig, aber unzureichend sind, da
sie Verschiebungen und andere formerhaltende Transformationen in unerwiinschter Weise
beriicksichtigen. Daher wird noch ein zweites Mak benotigt. Zunéchst konnen wir wie folgt
die ,,Aufgabe‘ von Distanzfunktionen beschreiben:

Vereinbarung 1.13 (intuitiv) Distanzfunktionen messen ausschlieflich Entfernungen
von Objekten. Die Formel A = B bedeutet punktweise Identitit der Mengendarstellungen
von A und B, und wir sagen: A und B sind identisch.

So kann zum Beispiel fiir eine umkehrbare Transformation ¢ geschrieben werden (vgl.
Definition 1.12): t7'(¢(A)) = A.

Die Figuren in Abbildung 1.7(a) haben einen von Null verschiedenen und mehr oder
weniger deutlichen Abstand, sind aber kongruent.

Wie kann nun die offensichtliche Ahnlichkeit der beiden Objekte in Abbildung 1.7(a)
beschrieben werden? Auch hier macht die Intuition Vorgaben fiir spétere Definitionen:
Die Frage ist offenbar, ob man durch geeignete Manipulationen an den Objekten diese
ineinander iiberfithren kann, so daf sie anschlieftend identisch sind in oben beschriebe-
nem Sinne, also iibereinanderliegen. Das hingt in entscheidendem Mafse davon ab, welche
Manipulationen konkret zugelassen sind. Geben wir uns also eine Menge 7 von Trans-
formationen vor, die auf Objekte zur Feststellung ihrer Ahnlichkeit angewendet werden
diirfen. In Bild 1.7(a) ist es allein durch starre Transformationen moglich, die Figuren
exakt zur Deckung zu bringen. Danach haben sie also den Abstand Null. Die Polygone in
Bild 1.7(b) sind hingegen durch derartige Bewegungen nicht ineinander iiberfiihrbar; im
Fall einer metrischen Distanzfunktion wird ihr Abstand immer positiv sein. Als Zusam-
menfassung halten wir fest:
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(a) (b)

Abbildung 1.7: Sehr dhnliche, aber weit entfernte (a) und recht verschiedene, aber nah
beieinanderliegende Objekte (b)

Definition 1.14 (Ahnlichkeitsfunktion) Sei T eine nichtleere Menge von umkehr-
baren Transformationen. Fine Abbildung s : O> — R heifit Ahnlichkeitsfunktion
(auf O), wenn sie die folgenden Bedingungen erfillt:

VA BeO : s(A,B)>0 (1.6)
VA, Be O : A und B sind durch Transformationen
aus T ineinander Gberfihrbar —> s(A,B) =0
VA, Be O : s(A,B)=s(B,A) (1.8)
Da die Umkehrbarkeit der Transformationen aus 7 gefordert ist, ist es dquivalent, ob A
vermoge der Operationen in 7 in B iiberfiihrbar ist oder umgekehrt. Das rechtfertigt die
Schreibweise in (1.7).
Wie bei Distanzfunktionen kann man zusétzlich die Umkehrung von (1.7) sowie eine
Dreiecksungleichung fordern; dann konnte man von ,metrikdhnlichen Eigenschaften* der

Ahnlichkeitsfunktion sprechen.
Eine spezielle Form von Ahnlichkeitsfunktionen ist folgendermafen gegeben:

Definition 1.15 (induzierte Ahnlichkeitsfunktion) Seien T eine nichtleere Menge
von Transformationen und d eine Distanzfunktion. Die Abbildung

50 07 — R, s4(A, B) = itnde(tl(A),tg(B))
1,02€

heift die von d induzierte Ahnlichkeitsfunktion.

Da die Menge T der Transformationen meist in groferem Kontext vorgegeben ist, soll sie
in der Bezeichnung der Ahnlichkeitsfunktion nicht explizit genannt werden.

Bemerkungen zu Definition 1.15.
1.) Fiir A, B € O ist die Menge
M = {d(tl(A),tQ(B)) eR: tl,tg € T}
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nicht leer (da 7 # @) und durch Null nach unten beschrénkt, also existiert das in
der Definition gebildete Infimum.

2.) Es kann im allgemeinen nicht durch das Minimum ersetzt werden, da min M nicht
zu existieren braucht: Wihlt man (als theoretisches Beispiel) O := R?, A := (1,1),

B := (—2,-2), fiir d den Euklidischen Abstand von Punkten und schlieflich 7 als
die Menge aller Punktverschiebungen, die nicht die y-Achse schneiden, die also

>0 = tlx,y) € Ryg xR
Vaoyer 4 2=0 = t(z,y) € {0} xR und
r<0 = tr,y) € RyoxR

erfilllen, dann gilt inf M = 0 ¢ M, da die Punkte A und B durch die y-Achse
getrennt sind.

3.) Die Abbildung s4 ist tatsichlich eine Ahnlichkeitsfunktion im Sinne von Definiti-
on 1.14, denn die geforderten Eigenschaften (1.6), (1.7) und (1.8) folgen auf triviale
Weise aus den Eigenschaften (1.1), (1.2) und (1.3) der Distanzfunktion d. Das gilt
nicht allgemein fiir die Dreiecksungleichung: Es lassen sich leicht .entartete‘ Trans-
formationen wie in Bemerkung 2 definieren, die sie verletzen, obwohl die Distanz-
funktion selbst ihr geniigt. Gleiches gilt fiir die Umkehrung von (1.7). Ein méoglicher
Grund ist wiederum, dafs das Minimum der Menge M nicht existieren braucht und
daher inf M ¢ M gelten kann.

4.) In vielen Fillen wird s, einfacher in der Form

"(A, B) = inf A),B

Sd( ) ) tléle(t( )7 )
definierbar sein. Dies zerstort im allgemeinen jedoch die Symmetrie: Betrachten wir
wieder das Beispiel aus Bemerkung 2. Hier gilt:

sy(A, B) = gg:d(t(A),B) =2, sy(B,A) = 1ggf/ﬁd(:‘f(B),A) = 1ggf/f:al(A,t(B)) =1.

Im iibrigen sei gesagt, dak eine intuitive Ahnlichkeitsfunktion ein ,,Unihnlichkeitsmaf"
sein sollte: Je grofer der Wert s(A, B), desto unéhnlicher werden A und B sein. Wir werden
trotzdem vom Ahnlichkeitsmaf oder kurz von der Ahnlichkeit s(A, B) sprechen, um diese
Zahl von einer Entfernung d(A, B) abzugrenzen.

In der Literatur (z.B. in [AG96]) werden solche Ahnlichkeitsabbildungen hiufig als
invariant unter den Transformationen T bezeichnet: Solange zwei identische Objekte A
und B nur vermoge der Operationen in 7 zu Bildern A" und B’ bewegt, verformt etc.
werden, gilt s(A’, B') = 0. In Abschnitt 1.2.3 wurde begriindet, daf Funktionen fiir den
Vergleich von Sichtbarkeitsskeletten translations- und eventuell auch rotationsinvariant
sein sollten.

Der Sinn dieses Teilabschnitts 1.3.2 war es, darauf hinzuweisen, dafs der Begriff ,Di-
stanz‘ in verschiedenen Bedeutungen gebraucht werden kann und dafs man bei Diskus-
sionen iiber Distanz- und Ahnlichkeitsfunktionen stets wissen sollte, ob man gerade von
einem (Euklidischen) Abstand oder einer Distanz im Sinne von ~Ahnlichkeit* spricht. Es
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hat sich allerdings in der algorithmischen Geometrie nicht durchgesetzt, diese Begriffe
sauber zu trennen, sondern sich auf die Eindeutigkeit des Kontextes zu verlassen. Daher
wird oft der Begriff  Distanzfunktion“ auch im Sinne einer Ahnlichkeitsfunktion gebraucht
und damit die Vereinbarung 1.13 nicht streng eingehalten.

1.3.3 Matching

Gegeben sei eine feste Ahnlichkeitsfunktion s. Aufgabe von Matchingverfahren ist es, zu
einer Objektmenge O und einem Objekt A ¢ O dasjenige Objekt B aus O zu finden, das
A am #hnlichsten ist. Ebenso interessiert dann das AhnlichkeitsmaR s(A, B), d.h. gesucht
ist

min s(A, B).

BeO

Zu Beginn von Abschnitt 1.3.1 wurde erlautert, dalt Objekte auf zwei verschiedene Ar-
ten angegeben werden konnen. Demgeméfs unterteilt man die Matchingverfahren in zwei
Gruppen: Beim Shape-Matching liegen Objekte als geometrische Strukturen vor. In die-
sem Fall kénnen andere Verfahren aus der Geometrie, z.B. Polygonalgorithmen, zu Hilfe
genommen werden.

Komplizierter ist das Point-Pattern-Matching: Hier hat man es mit Objekten in Form
(unstrukturierter) Punktmengen zu tun. Dann kommen oft Sweep-Verfahren, lineare Pro-
gramme und andere Algorithmen zur Anwendung. Manchmal kann das Matching-Problem
auf eine Extremwertaufgabe zuriickgefiihrt werden. Das ist besonders dann der Fall, wenn
die gegebene Ahnlichkeitsfunktion von einer Distanzfunktion induziert ist; vgl. Definiti-
on 1.15.

Eine Variante des Matchings stellt sich die Aufgabe, zu zwei gegebenen Objekten eine
Folge von Ahnlichkeitstransformationen anzugeben, die das eine dem anderen mdoglichst
dahnlich machen. Anschaulich gesprochen, soll das erste Objekt solange verschoben, ge-
dreht oder skaliert werden, bis es so iiber dem zweiten liegt, daft ihr Abstand im Sinne
einer Distanzfunktion moglichst klein ist. Auch hierbei ist der Zusammenhang zu Ahnlich-
keitsfunktionen deutlich: Die Frage, wie gut sich Objekte ineinander iiberfiihren lassen,
ist ein Maf fiir ihre Ahnlichkeit. Umgekehrt liefern ,komfortable* Ahnlichkeitsfunktionen
Hinweise darauf, wie ein moglichst gutes Matchen der Argumente zu erfolgen hat: Be-
trachten wir wieder die Definition 1.15. Dort werden auf die Objekte A und B zuerst
Ahnlichkeitstransformationen aus einer Menge 7 angewandt, bevor eine Distanzfunktion
ihren verbliebenen geometrischen Abstand mifst. Die Folge jener Transformationen kénnte
sich auch als Ausgabe eines Matchingalgorithmus’ eignen. In Kapitel 2 werden Beispiele
fiir diese Gemeinsamkeiten genannt.

Allerdings sind die Anforderungen an Matchingverfahren im allgemeinen grofer als
die an Ahnlichkeitsfunktionen in folgendem Sinne: Letztgenannte haben lediglich die Ver-
pflichtung, intuitive Ahnlichkeit zu modellieren und dabei mdglichst metrikéihnliche Ei-
genschaften zu haben. Das ldft noch viele Freiheiten offen, wie die zahlreichen Ansétze
zur Definition von Ahnlichkeitsfunktionen beweisen. Ein Matchingalgorithmus muf hin-
gegen genau angeben, wie das Uberfiithren der Objekte vor sich gehen muf, und dafiir
gibt es oft nur eine Mdéglichkeit. Der Output ist also deutlicher vorherbestimmt, wéihrend
die konkrete Zahl, die zwei Polygonen etc. als Ahnlichkeitsmaf zugewiesen wird, immer
noch relativ willkiirlich ist.
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In dieser Arbeit wird es um Matching-Verfahren gehen, wenn im Rahmen der Ro-
boterlokalisation ein Anfrageskelett mit den Zellskeletten einer Szene zu vergleichen und
moglichst dhnliche Skelette zuriickzuliefern sind.

1.3.4 Einbettung (Embedding)

Gegeben sei wiederum eine Ahnlichkeitsfunktion «. Weiterhin liegen eine Szene S und ein
Anfrageobjekt A vor. Die Frage ist, ob es in S einen Ausschnitt gibt, der A dhnlich ist,
und wo sich dieser gegebenenfalls befindet. Aufserdem konnte interessieren, wie grofs die
Ahnlichkeit mit der Einbettungsstelle ist. Diese kann etwa als Teilmenge von S angegeben
werden, so daf die formale Problemstellung lautet:
Bestimme minu(A, S).
scs

Diese Aufgabe ist auch als ,partial Mapping® bekannt. Sie ist gewissermafen eine rea-
lere Variante des Matchings aus dem vorigen Abschnitt: Eine Umgebung ist nicht von
vorneherein geclustert in einzelne Objekte, sondern im schlimmsten Fall als eine grofe
Punktmenge gegeben. Handelt es sich jedoch um eine Szene wie in Kapitel 1.1, so kann
das Einbettungsproblem auf das des Matchings zuriickgefiihrt werden. Dann brauchen
namlich nur die Einzelobjekte der Szene mit A verglichen werden. Diese Situation liegt
zum Beispiel bei der Anfrage im Lokalisationsalgorithmus vor. Im allgemeinen ist es mog-
lich, dafs das Anfrageobjekt zusammengesetzt ist und daher nicht auf ein Objekt, sondern
auf eine Kombination aus mehreren Objekten der Szene abzubilden ist.

1.3.5 Vereinfachung (Simplification)

Viele Mefsgeridte der Praxis, wie Entfernungsmesser oder Scanner, liefern zu detaillierte
Daten zuriick, die zudem mit Ungenauigkeiten behaftet sind. Andererseits kann es sein,
daf reale Strukturen, z.B. im Bauwesen, in idealer Form konstruiert waren und dennoch
winzige Unregelméfigkeiten aufweisen, die etwa ein Laserscanner unerwiinschterweise er-
kennt. Man denke hier beispielsweise an eine Wand, die in einer festen Hohe als gerade
Linie wiedergegeben werden soll. In Wirklichkeit erhélt man vom Scanner Punkte, die nur
ndherungsweise auf einer Geraden liegen.

Wie schon frither angedeutet, miissen nun Extraktionsprogramme diese Daten auswer-
ten und dabei in der Regel Vereinfachungen oder Approximationen durchfiihren. Formal
ist ein (kompliziertes) Objekt A gegeben und ein Katalog von Bedingungen, die bei der
Vereinfachung nicht verlorengehen diirfen. Gesucht ist ein ,moglichst einfaches* Objekt A,
das (gerade noch) die Bedingungen erfiillt.

~Moglichst einfach“ konnte bedeuten: weniger Punkte (im Fall einer Punktwolke), we-
niger Ecken (im Fall eines Polygons), konvex (fiir eine ,fast konvexe‘ Figur), weniger
Kanten (im Fall eines Graphen) etc. Die gestellten Bedingungen ergeben sich meist aus
der konkreten Anwendung bzw. daraus, daf laut zugrundeliegender Theorie nur bestimm-
te Objekte in Frage kommen. Beispiele dafiir sind: Kanten miissen zwischen Hindernissen
hindurch verlaufen, Zusammenhangseigenschaft eines Graphen (bei einer Kantenreduzie-
rung) etc.

In der Roboterlokalisation hat man es mit Vereinfachungen zu tun, wenn, wie in Ab-
schnitt 1.2.3 angedeutet, zu detaillierte (kleine) Sichtbarkeitszellen des Preprocessings
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oder auch ein mit Mefpunkten iiberhdufter Scan auf das wesentliche zu reduzieren sind.
Das Ziel ist hierbei eine Verringerung der praktischen Komplexitit des Algorithmus’. Aber
auch die Reduktion des Sichtbarkeitspolygons eines Kartenpunktes auf das Sichtbarkeits-
skelett ist ein Beispiel einer (Struktur-)Vereinfachung. Die einzuhaltende Bedingung ist
hier, dafs die Menge aller sichtbaren Szenenecken nicht verdndert wird. Der genaue sicht-
bare Teil einer teils verdeckten Szenenkante wird vereinfacht zur Gleichung der Geraden,
auf der die Kante liegt (Label).

Eine formale Spezifikation dieses Problems ist schwierig; Bild 1.8 zeigt statt dessen ein
Beispiel.

Abbildung 1.8: Vereinfachung eines Weges durch einen Hindernisraum

1.3.6 Morphing

Auch beim Morphing (,Verwandlung®) ist es das Ziel, aus einem Objekt A ein Objekt A
zu machen. Im Gegensatz zur Vereinfachung ist aber hier das Zielobjekt A konkret vorge-
geben. Dieses Verfahren kommt zum Beispiel in der Filmindustrie und bei Animationen
zur Anwendung: Bewegungen von Trickfiguren sind nichts anderes als Verwandlungen ei-
ner Koérperhaltung in eine andere bei gleichzeitiger Verschiebung der Figur. Dabei miissen
etliche Zwischenzustéinde angegeben werden, um eine fliissige Bewegung zu erreichen. For-
mal sind also zwei Objekte A und A sowie eine Menge 7T zuléssiger Operationen gegeben;
gesucht ist eine Folge (¢; € T)", von Transformationen und daraus resultierende Objekte

Man erkennt sofort einen Zusammenhang zu Ahnlichkeitsfunktionen: Je fihnlicher A und
A sind, desto geringer wird der Aufwand zur Umwandlung von A in A sein. Nach [AG96]
kénnen daher Morphing-Techniken auch zur Definition von Ahnlichkeitsfunktionen be-
nutzt werden. Das Morphing unterscheidet sich vom Matching aus Kapitel 1.3.3 dadurch,
dak die Menge zuléssiger Objektmanipulationen a priori nicht beschrinkt ist.



Kapitel 2

Ahnlichkeitsfunktionen fiir sternférmige
Polygone

In diesem Kapitel werden konkrete Verfahren vorgestellt, wie man die Ahnlichkeit stern-
formiger Polygone messen kann. Dabei ist stets auch die Fragestellung zu untersuchen,
wie die speziellen Gegebenheiten der Sichtbarkeitspolygone und -skelette bzw. der Ro-
boterlokalisation iiberhaupt ausgenutzt werden kénnen, um ein effizientes und qualitativ
brauchbares Verfahren zu erhalten.

Das allgemeine Prinzip, Ahnlichkeits- oder Distanzfunktionen fiir bestimmte (nicht
notwendigerweise mathematische) Objekte zu entwerfen, 14t sich wie folgt charakterisie-
ren:

Es existieren bereits Abstandsbegriffe fiir die verschiedensten Strukturen der Mathe-
matik, so etwa fiir Zahlen, Punkte der Euklidischen Ebene, fiir Mengen oder fiir (stetige)
Funktionen. Daher versucht man, andere Objekte, wie zum Beispiel Polygone, in eine
Darstellung oben genannter Strukturen zu iiberfithren, um anschliefend deren Ahnlich-
keit festzustellen.

Einige naive Moglichkeiten, die nur der Veranschaulichung des Prinzips dienen, sind
in Tabelle 2.1 aufgefiihrt. Unter der ,,Ahnlichkeit* von Zahlen bzw. Punkten ist dabei ihr
Differenzbetrag bzw. ihr Abstand zu verstehen.

Verwendete Struktur Polygon repriasentiert durch . ..
Reelle Zahl seinen Flidcheninhalt

Punkt des R? seinen Schwerpunkt

Menge von Punkten des R? | seine Eckenmenge

Tabelle 2.1: Unterschiedliche Polygondarstellungen

Die Qualitiit einer auf diese Weise gewonnenen Ahnlichkeitsfunktion fiir Polygone
wird in entscheidendem Mafle davon abhéngen, wie sehr die gewihlte Darstellung auf die
Gestalt des Polygons und auf die Belange der Anwendung Riicksicht nimmt. Das ist bei
der Reprisentation durch den Flicheninhalt nur sehr eingeschréinkt der Fall. Wesentlich
bessere Chancen hat man, wenn man die Polygone in eine funktionale Darstellung bringt,
wie im folgenden demonstriert wird.

19
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2.1 Ein Ansatz iiber innere Abstande

Wie in Kapitel 1 angedeutet, sollten Ahnlichkeitsfunktionen, die in der Roboterlokalisa-
tion angewendet werden, translations- und rotationsunabhingig sein, d.h. Polygone ohne
Riicksicht auf deren Lage vergleichen konnen. Wir definieren daher 7 als die Menge aller
Translationen entlang beliebiger Vektoren sowie aller Rotationen um beliebige Punkte
und Winkel in der Ebene. Im Sinne von Kapitel 1.3.2 suchen wir nun formal nach einer
Ahnlichkeitsfunktion s der Gestalt

S(.A,B) = inf d(tl(A),tQ(B)).

t1,t2€T

2.1.1 Die Polarkoordinatenfunktion

Die Sichtbarkeitspolygone und -skelette, die bei der Roboterlokalisation auftreten, sind
sternformig und liefern mit dem Anfragepunkt p auch gleich einen Kernpunkt mit. Der
Laser-Radar befand sich bei der Gewinnung dieser Polygone an der Stelle p und hat in
regelméfigen Winkelabstdnden von 0° bis 360° die Entfernung zum Auftreffpunkt des
Laserstrahles gemessen. Da der Strahl stets auf genau einen Punkt der Szene trifft (abge-
sehen von dem Fall zu geringer Reichweite, in dem gar keine Auftreffentfernung vorliegt),
wird so jedem Winkel im Intervall [0, 27] eindeutig eine reelle Zahl als Entfernung zuge-
ordnet. Dies legt die Betrachtung als Funktion nahe und ergibt damit eine funktionale
Darstellung von sternférmigen Polygonen. Bild 2.1 zeigt ein Beispiel.

()

(a) (b)

Abbildung 2.1: Ein Polygon mit Kernpunkt (a) und die Entfernung r der Peripheriepunkte
als Funktion vom Winkel ¢ (b)

Man kann die Funktion auch wie folgt charakterisieren: Stellt man sich den Anfra-
gepunkt p als Ursprung eines Koordinatensystems vor, so reprisentiert das Paar (¢, )
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mit dem Strahlwinkel ¢ und dem Abstand r eines Punktes ¢ von p auf dem Polygonrand
genau die Polarkoordinaten von g. Daher bezeichnen wir die Funktion wie folgt:

Definition 2.1 (Polarkoordinatenfunktion) Seien P ein sternformiges Polygon so-
wie p ein Punkt im Kern. Bezeichne weiter fir einen Winkel ¢ der Ausdruck q(¢) den
Schnittpunkt desjenigen Strahls mit der Polygonperipherie, der in p startet und mait der
positiven Horizontalrichtung den Winkel ¢ (gegen den Uhrzeigersinn) einschlieft. Dann
heift die Funktion

die Polarkoordinatenfunktion (Abk. PKF) von P (bez. p).

Bemerkungen.

1.) In Abschnitt 2.1.3.1 auf Seite 23 wird sich herausstellen, dak es sinnvoll ist, fiir p
auch Randpunkte des Kerns zuzulassen. In diesem Fall ist pkf formal nicht auf ganz
[0, 27] definiert, ndmlich an den Stellen nicht, fiir deren Winkel der Laserstrahl mit
einer Kante kollinear verlduft. Um die Notationen nicht zu verkomplizieren, gehen
wir — wenn nicht explizit das Thema der Kollinearitdt behandelt wird — von einem
Punkt p im Kerninnern aus.

2.) Fiir die Bestimmung des Funktionswertes pkf(y) wurde der Euklidische Abstand d,
von Punkten gewihlt, da er translations- und rotationsinvariant ist. Diese Eigen-

schaft gilt zum Beispiel nicht fiir die ebenfalls gebriuchlichen Abstandsbegriffe d;
und ds.

3.) Die PKF eines Polygons ist rotationsabhéingig, solange man immer die positive z-
Achse als Nullrichtung benutzt. Eine Drehung des Polygons entspricht dann einer
Verschiebung des Graphen entlang der z-Achse (waagerecht).

4.) Bis auf Translationen und Rotationen ist die Darstellung eines Polygons durch seine
PKF jedoch eindeutig; sieche auch Abschnitt 2.3.1.

5.) Die Funktion pkf ist natiirlich 27-periodisch, weshalb wir uns auf den Ausschnitt
pkf 0,27] beschrinken konnen. Aus technischen Griinden erwies es sich aber als
besser, pkf auf ganz R zu definieren.

2.1.2 Analytische Beschreibung

Im folgenden soll die Polarkoordinatenfunktion in Form einer Gleichung angegeben wer-
den. Dazu betrachte man Bild 2.2. Jedes sternférmige Polygon ldft sich anhand eines
Kernpunktes in Sektoren zerlegen (triangulieren). Der Funktionswert von pkf an den
Réndern P;, P, eines Sektors ergibt sich aus den Absténden |[pP;| und |pP;;1|; im Innern
eines Sektors gilt fiir einen Punkt P und die im Bild bezeichneten Grofen

r(¢) _ |pP sin 3

=——, d.h. =
sinf3 sine’ (%) sin(m — (¢ + 3
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(a) (b)

Abbildung 2.2: Sektorenzerlegung eines Polygons (a); ein Ausschnitt (b)

Fakt man alle innerhalb eines Sektors konstanten Grofen zu ¢ := sin 3 - |pP;| zusammen,
so erhilt man

c

R (2.1)

r(y) =

Man beachte, daf ¢ hier zunéchst ein lokaler Winkel innerhalb des Sektors ist. Es gilt
r(0) = ¢/ sin 3 = [pP,| und r(a) = sin §/sin7 - [pP,| = [pPiss].

Die gesamte Funktion pkf ist damit eine stetige Funktion, denn sie ist liickenlos aus
stetigen Funktionen der Form (2.1) zusammengesetzt; an den Rdndern haben angrenzende
Sektoren jeweils gleiche Funktionswerte.

Ausnahmen sind diejenigen Stellen ¢, fiir die der Strahlwinkel kollinear mit einer
Polygonkante verlduft, wenn also p auf dem Rand des Kerns liegt. In diesem Fall hat
der Graph an jeder solchen Stelle einen Sprung, dessen Hohe genau mit der Linge der
kollinearen Kante iibereinstimmt.

Zur Analyse des Kurvenverlaufs der Funktion lassen sich die Kanten des Polygons
beziiglich p in zwei Klassen einteilen:

1. Kanten, entlang denen der Abstand zu p streng monoton wéchst oder fillt. Das sind
die Kanten, die nicht den Fulkpunkt des Lots durch p auf die unterstiitzende Gerade
enthalten (z.B. Kante P;P;;; in Abbildung 2.2(a)).

2. Kanten, in deren Innern der Abstand zu p ein lokales Minimum besitzt. Das sind
die Kanten, auf die sich p senkrecht projizieren it (z.B. Kante P;P;,; in Abbil-
dung 2.2(a)). Die Projektion von p gibt die Stelle des lokalen Minimums an.

Im Innern von Kanten gibt es keine lokalen Maxima der Absténde.
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Betrachtet man die Ecken des Polygons, so laft sich zeigen, daf lokale Maxima hoch-
stens an Konvexecken auftreten; unter anderem immer dann, wenn der anliegende Innen-
winkel kleiner als 90° ist. Lokale Minima konnen (aufer im Innern von Kanten) nur an
Konkavecken auftreten; unter anderem immer dann, wenn der Innenwinkel grofer als 270°
ist. Fiir alle Winkelgrofen dazwischen kommt es auf die spezielle Lage von Kernpunkt zu
Eckpunkt an.

Jede Ecke des Polygons definiert im Graphen eine Ubergangsstelle, an der sich die
Gleichung der Funktion dndert und an der sie (falls der anliegende Innenwinkel von 180°
verschieden ist) im allgemeinen nicht differenzierbar ist. An allen anderen Stellen im
Intervall [0, 27] ist die PKF konvex, denn es gilt fiir die Funktion f(z) = 1/sina:

—COST 1+ cos’x

f'(z) =

! —
fi(z) = sinz ’ sin® x

Da 0 < ¢+ < gilt, ist f"(¢ + 3) > 0 fiir alle ¢.

2.1.3 Ableitung einer Ahnlichkeitsfunktion

Wir wollen nun die Ahnlichkeit sternférmiger Polygone iiber ihre Polarkoordinatenfunk-
tionen messen. Dazu muf zunéchst fiir beide Polygone der Parameter der Funktionen —
der jeweilige Kernpunkt p — fixiert werden. Ist das geschehen, kann man den Abstand der
nun festgelegten Graphen mit einem geeigneten Distanzmaf fiir Funktionen bestimmen.
Die Auswahl des Funktionsparameters p ist wesentlich fiir die Qualitéit der entstehen-
den Ahnlichkeitsfunktion, weshalb ihr grofe Aufmerksamkeit gewidmet werden mu§.

2.1.3.1 Die Festlegung des Kernpunktes p

Zu Beginn dieses Kapitels wurde daran erinnert, daf durch die speziellen Umsténde der
Roboterlokalisation zu einem sternférmigen Anfrageskelett stets auch ein Kernpunkt — der
Anfragepunkt — bekannt ist. Dieser ist aber fiir unsere Zwecke nicht geeignet: Variiert die
Anfrageposition innerhalb einer Sichtbarkeitszelle, so ist das zugehorige Skelettpolygon
stets dasselbe, wiahrend sich die Lage dieses speziellen Kernpunktes relativ zum Polygon
verdndert. Damit veréndert sich auch der Graph der PKF fiir ein und dasselbe Polygon —
ein Umstand, der eine grundlegende Metrikeigenschaft verletzen wiirde: Identische (d.h.
kongruente) Polygone sollten dieselbe Polarkoordinatenfunktion haben, damit spéter ihr
Ahnlichkeitsmaf 0 gesichert ist.
Fassen wir noch einmal die Anforderungen an p zusammen:

1. p muk ein Kernpunkt sein.
2. Die Bestimmung von p muf deterministisch sein.

3. Die Lage von p relativ zum Polygon mufs unabhéngig sein von Verschiebungen oder
Drehungen des Polygons.

4. Die Bestimmung von p sollte unempfindlich sein gegeniiber verrauschten Eingabe-
daten, 7.B. Zickzacklinien anstelle glatter Polygonkanten.



24 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFORMIGER POLYGONE

Die ersten drei Punkte legen die Verwendung des Schwerpunktes des Kerns nahe. Das
hat sich allerdings als unzureichend erwiesen. Man betrachte hierzu Bild 2.3. Der Kern
selbst (schattiert) und damit auch sein Schwerpunkt K sind stark von unglatten Polygon-
kanten beeinfluffbar, auch wenn der Grad des Rauschens gering ist: Fiir die Kernbestim-
mung sind die Innenwinkel an den durch das Rauschen entstandenen Ecken entscheidend,
weniger die Langen der zusdtzlichen Kantenstiicke.

(a) (b)
Abbildung 2.3: Verdnderung des Kerns dhnlicher Polygone durch verrauschte Kanten

Die Unempfindlichkeit gegeniiber ungenauen Eingaben wére mit dem Schwerpunkt S
(siehe Bild) des gesamten Polygons erreicht, was aber im allgemeinen kein Kernpunkt ist.
Es kann folgender Kompromifs gefunden werden:

Festlegung 2.2 (Kernpunktwahl) Liegt der Schwerpunkt S des Polygons P im Kern,
so wédhle man p := S; andernfalls wihle man den Punkt auf dem Rand des Kerns, der
zum Schwerpunkt den geringsten Abstand hat.

Dazu kann man wie folgt vorgehen (Abbildung 2.3(b)):

Man bestimmt parallel in einem Durchlauf {iber die Kanten des Kerns von P, ob sich
S im Kern befindet und den Randpunkt X des Kerns, der S am néchsten ist. Dazu geniigt
es, sukzessive den Punkt jeder Kante zu bestimmen, der S am néichsten ist. Stellt sich
am Ende heraus, daf S auferhalb liegt, hat man mit X bereits den Punkt des Kerns, der
zu S den geringsten Abstand hat (ansonsten ist X irrelevant).

Ein auf diese Weise bestimmter Kernpunkt erfiillt die Bedingungen 1 bis 3 vollstéindig
und die Bedingung 4 in besserer Qualitét, als es der Schwerpunkt des Kern tut, wie
gesehen.

Allerdings konnen diese Mafnahmen nicht verhindern, daf durch das Rauschen der
Kern unter Umsténden ganz verschwindet, wodurch die Polarkoordinatenfunktion nicht
mehr definiert ist. Wenn man unter Rauschen das Vorhandensein zuséatzlicher Mefspunkte
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entlang einer eigentlich glatten Linie versteht, dann ist die Gefahr des Verschwindens des
Kerns um so kleiner, je flacher die neu entstandenen Innenwinkel sind, d.h. je geringer der
Wert | — a fiir einen solchen Winkel ist. Sehr kleine (< 90°) und sehr grofe Innenwinkel
(> 270°) erzeugen sehr kleine Sichtbarkeitskegel, die zusammen mit anderen einen leeren
Schnitt ergeben konnen. Bild 2.4(a) zeigt einen solchen Fall.

Kern =10

e

(a) (b)

Abbildung 2.4: Extremfélle der Kernverdnderung durch verrauschte Kanten

Im Fall der Roboterlokalisation, wo das Sichtbarkeitspolygon und spéter das Skelett
einem Laserscan entnommen werden, tritt der Extremfall aus Abbildung 2.4(a) allerdings
nie auf: Laser-Ungenauigkeiten wirken sich nur auf die gemessenen Entfernungen aus; das
Polygon, das durch die Verbindung der Laser-Mefspunkte entsteht, ist natiirlicherweise
sternformig.

Die Bestimmung des schwerpunktnéchsten Kernpunktes ist besonders bei uneinheit-
lichem Rauschen sinnvoll, wie in Abbildung 2.3(b). Sind alle Seiten gleichméfig gestort
(Bild 2.4(b)), so dndert sich der ausgewihlte Punkt p zum urspriinglichen glatten Poly-
gon unter Umsténden gar nicht (d.h. K = S). Auch die Anzahl von fehlerhaften Mef-
punkten hat keinen unmittelbaren Einfluf auf die Qualitit des Ergebnisses: Zwar konnen
verrauschte Kanten relativ zu glatten Kanten beliebig lang werden, aber der von p aus
abgedeckte Winkelbereich wird durch das Rauschen nicht verdndert. Dadurch ist das Teil-
intervall von [0, 27], in dem die Polarkoordinatenfunktion eine verrauschte Kante darstellt,
im wesentlichen dasselbe wie im unverrauschten Fall®

2.1.3.2 Definition der Ahnlichkeitsfunktion

Laut Definition 2.1 beginnt die PKF ihre Abstandsmessung stets mit dem Punkt, der
durch einen nach rechts gerichteten Horizontalstrahl (beginnend in p) als Schnittpunkt
mit der Polygonperipherie gebildet wird. Damit zwei kongruente Polygone dieselbe Funk-
tion erzeugen, mufs eines so gedreht werden, dak ein fester Winkel ¢ als Argument fiir bei-

!Dabei ist es wesentlich, daRk das Argument der PKF der Winkel ist, den der Laserstrahl mit einer
Bezugsrichtung einschliefst. In Abschnitt 2.3.3 auf Seite 67 werden wir Alternativen dazu erldutern, die
gegeniiber uneinheitlichem Rauschen anfilliger sind.
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de Funktionen korrespondierende Peripheriepunkte induziert. (Danach geniigt eine reine
Translation, um die Polygone zur Deckung zu bringen.) Natiirlich ist dieser Drehwinkel a
priori nicht bekannt. Damit die gesuchte Ahnlichkeitsfunktion rotationsunabhiingig wird,
muf der Abstand beider Polarkoordinatenfunktionen iiber alle Wahlen solcher Drehwinkel
minimiert werden.

Analytisch 14t sich eine Drehung eines Polygons durch eine Argumentverschiebung
seiner PKF ausdriicken: Sind P und P’ kongruent und ist P’ gegeniiber P um den Winkel
t (gegen den Uhrzeigersinn) gedreht, so gilt

pkfp (@) = pkfp(p —t)

fiir alle ¢. Vereinbaren wir nun noch, dafs wir die Integralmetrik fiir stetige Funktionen
(Ly-Norm) als Abstandsmaf fiir die Polarkoordinatenfunktionen verwenden, dann laft
sich eine metrische Ahnlichkeitsfunktion definieren:

Definition 2.3 (PKF-Distanz) Seien A und B zwei sternformige Polygone, fir die
nach dem Verfahren aus Abschnitt 2.1.3.1 jeweils ein spezieller Kernpunkt festgelegt wur-

de. Seien pkf 4 und pkfyz die diesbeziiglichen Polarkoordinatenfunktionen.
Die Abbildung

heifit PKF-Distanz fiir sternformige Polygone.

Satz 2.4 (PKF-Metrik) Die PKF-Distanz ist eine Ahnlichkeitsfunktion mit Metrikei-
genschaften und wird daher im folgenden auch PKF-Metrik genannt.

Fiir den Beweis dieser Aussagen benotigen wir noch einen Hilfssatz:

Lemma 2.5 Fir zwei Polarkoordinatenfunktionen pkf , und pkfz sowie beliebige Para-
meter t4, tg und t € R gilt:

2m 2 2m 2
/ (pka(so —ta) — pkig(p — ts)) de =/ (pka(so —ta—1t) — pkfg(p —t5 — t)) dep.
0 0

Beweis: Da die Funktionen pkf 2m-periodisch sind, ist auch die Funktion g(¢) :=

(pkf 4 (¢ —t4) — pkfg(p —tg))? 2m-periodisch. Daher gilt fo% g(p)dp = fOQW g(p — t)dyp fiir
alle ¢. m

Beweis zu Satz 2.4:

0. Da die Funktion

f:00,27] — Rso,  f(2) = \//0 ' (pka(w —1) - pkfs(so))2ds0

stetig und [0, 2] kompakt ist, existiert das Minimum in der Definition von s(A, B).
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1l.a

1.b

Sind A und B kongruent, so existiert ein ¢y € [0, 27], um das A gedreht werden kann,
so daf die Polygone dann nur durch eine Translation auseinander hervorgehen. Ist
A’ das Bild von A unter dieser Drehung, so gilt pkf 4(¢ —t9) = pkf 4 (¢) = pkfz(p)
fiir alle ¢, also s(A, B) = 0.

Ist umgekehrt s(A, B) = 0, so existiert ein ¢y € [0, 27] mit pkf ,(¢ — to) = pkfz(p)
fiir alle ¢. Ist A’ das Polygon, das aus A durch Drehung um ¢, hervorgeht, so gilt
pkf , = pkfs. Uberlagert man die Kernpunkte von A’ und B, so kommen nach
der Definition der PKF sémtliche Peripheriepunkte von A’ und B zur Deckung (sie
haben gleiche Polarkoordinaten). Also sind A’ und B und somit auch A und B
kongruent; im Sinne dieses Kontextes gilt ,,,4A = B*.

Symmetrie: Sei t 45 der Winkel, fiir den das Minimum in s(.4, B) angenommen wird,
und sei tpq := 27 — t 45. Dann gilt nach Lemma (2.5)

248 = [ (oMo~ tas) - o) 't

2

2T
/ (pka(SO —tas —tga) — pkfg(p — tsA)) dy
0

(*) 2 2
= (pka(SO) — pkfg(p — tBA)) dy
0

2w 2
> min}/ (pka(so) —pkfs(so—t)> dy
0

te[0,2m

= $*(B, A),
wobei in (x) die Tatsache t 45 + 154 = 27 sowie die 27-Periodizitiat der Funktion pkf
benutzt wurden.

Analog zeigt man s(B,.A) > s(A, B) und erhélt Gleichheit.

Dreiecksungleichung: Der Beweis folgt einer Idee von Arkin et. al in [ACH'91]:

Seien A, B und C entsprechende Polygone, und seien 45 und tz. die Werte fiir t,
bei denen die Minima in s(A, B) bzw. s(B,C) angenommen werden. Wiederum nach
Lemma (2.5) gilt

s(A,B) +s(B,C) = \//027r (pka(so —tas) — Pkfzs(%@))stO

+ \//027r (Pkfzs(90 —tpe) — Pkfc(80)>2d90

21 2
= \// (Pka(90 —tag — tpe) — pkfg(p — tzsc)) de
0
27

¥ \/ | (st = tue) = itele))
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21 2
\// (Pka(GO —ta —tpe) — Pkfc(%0)> dp
27r
> _ 4 —
> tenélélﬂ / pkf (¢ — 1) — pkic(p )) de

wobei in (xx) die Minkowski-Ungleichung

er\// da:>\// >2da:

benutzt wurde.

2.1.4 Berechnung der PKF-Metrik

In diesem Abschnitt soll die Implementation der vorgestellten Metrik einschlieflich einer
Laufzeitanalyse genauer beschrieben werden.

Zur Vorbereitung der eigentlichen Differenzberechnung sind drei Schritte nétig, die
fiir jedes der beiden Eingabepolygone P getrennt durchzufiihren sind. Sei dabei k :=
max(m,n) die grokere der beiden Eckenzahlen.

1. Berechnung des Kerns von P. Dies kann mit einem Algorithmus zum Schnitt von
Halbebenen in O(klogk) Schritten geschehen. Ist der Kern leer, so ist die Eingabe
abzulehnen.

2. Berechnung des Schwerpunkts S von P. Dies kann in Zeit O(k) wie folgt geschehen:
Mittels eines beliebigen Kernpunktes K berechnet man eine Triangulation von P,
indem K mit allen Ecken verbunden wird. Von den entstandenen Dreiecken kann der
Schwerpunkt S; iiber die arithmetischen Mittel der drei Eckpunkte gebildet werden.
S ergibt sich dann als {iber die Fldcheninhalte A; gewichtetes Mittel der S; zu

leSzAl _ ZlySZA
Zi Al G ZZ Az

3. Bestimmung eines speziellen Kernpunktes P nach dem Verfahren aus Abschnitt
2.1.3.1. Da dieses den Test ,Liegt S im Kern?* enthélt, sind nochmals O(k) elemen-
tare Schritte néotig.

Tsg =

Dies ergibt zusammen einen Aufwand von O(klog#k) Schritten. Falls in einer Szene mit
mehreren Objekten gehiiufte Ahnlichkeitsanfragen zu erwarten sind, so kann dieser Auf-
wand als Teil eines Preprocessing-Schritts bestritten werden.

Mit der Festlegung von p ist die Polarkoordinatenfunktion eines Polygons definiert. Bei
der Berechnung der Funktionswerte beachte man, dal Formel (2.1) auf Winkeln operiert,
die lokal fiir einen Sektor gelten (sieche Abschnitt 2.1.2). Bei der Ubergabe eines globalen
Wertes ¢ € [0, 27| als Argument von pkf ist vor der Anwendung der Formel der Startwinkel
des ersten Peripheriewinkels des Sektors (gegen den Uhrzeigersinn) abzuziehen.
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Nun ist geméaf Definition 2.3 die Ly-Norm der beiden PKF-Kurven iiber den Verschie-
beparameter ¢ zu minimieren. Aufgrund der relativ komplizierten Struktur der Polar-
koordinatenfunktion kann die Auswahl aus allen reellen Werten von ¢ leider nicht so
eingeschrinkt werden, daf sie effizient implementierbar wird. Daher miissen zugunsten
der Praktikabilitdit Abstriche an den soeben bewiesenen Eigenschaften der Ahnlichkeits-
funktion gemacht werden, indem man sich auf die ndherungsweise Berechnung der Metrik
beschrinkt. Dazu gibt es zwei sehr verschiedene Ansétze.

2.1.4.1 Lineare Approximation

Die PKF ist allein durch die Angabe derjenigen Funktionswerte pkf(y) eindeutig festge-
legt, fiir die ¢ Abszisse einer Ubergangsstelle ist, also einem Eckpunkt im urspriinglichen
Polygon entspricht. Wir wollen diese Werte Stiitzstellenwerte nennen. Der Grund ist, daf
zwei benachbarte Stiitzstellenwerte pkf(y;), pkf(¢; + «) die Lage zweier benachbarter
Polygonecken bestimmen. Die dazwischenliegende Polygonkante ist damit festgelegt:

pkf 4 (i) = pkfz(pi) n Pk 4(@i + ) = pkfs(vi + @) = Voeip; pita) PEE 4(0) = Pkfs(9)

Die Polarkoordinatenfunktionen zweier Polygone sind also genau dann identisch, wenn
sie in allen Stiitzstellenwerten iibereinstimmen. Das hat die Konsequenz, daf fiir jede be-
liebige (stetige) deterministische Approximation der PKF zwischen den Stiitzstellen die
Ahnlichkeitsfunktion aus Definition 2.3 wieder eine Metrik ergibt: Die Identitiitseigen-
schaft gilt aufgrund des eben Gesagten und weil die urspriingliche PKF-Metrik sie erfiillt.
Die Beweise der Symmetrie und der Dreiecksungleichung aus Satz 2.4 haben in keiner
Weise den Kurvenverlauf der PKF ausgenutzt, sondern im wesentlichen die Periodizitét.

Wir konnten also einfach die Stiitzstellen durch Strecken verbinden und erhielten eine
neue, leichter berechenbare Metrik. In Abschnitt 2.1.2 wurde festgestellt, dafs es Kanten
gibt, in deren Innern der Abstand zum Kernpunkt p ein lokales Minimum besitzt. Dies
gilt dann auch fiir den Graphen im zugehorigen Winkelabschnitt. Um die Abweichungen
der approximierten zur exakten PKF gering zu halten, fiigen wir an diesen Minima zu-
sdtzliche Stiitzstellen ein und verbinden dann jeweils benachbarte Stiitzstellen durch ein
Geradenstiick. Damit haben wir erreicht, daf nur monotone Kurvenstiicke durch Gera-
den approximiert werden. Die entstehende stiickweise lineare Funktion werde mit PKF;,
bezeichnet.

Es ist zu beachten, daf es zwischen benachbarten Stiitzstellen der urspriinglichen PKF
hochstens eine Minimumstelle gibt, da der Abstand der Peripheriepunkte eines Polygons
entlang einer Kante zum Kernpunkt héchstens an einer Stelle minimal ist. Sie lassen sich
leicht identifizieren:

—c - cos(p + )

P = G+

=U(:>cos(g0+ﬁ):0(:><p:g—ﬁ

Da ¢ im Intervall [0, o variiert (vergleiche Abbildung 2.2(b)), liegt in einem Sektor genau
dann ein lokales Minimum vor, wenn 0 < 7/2— (3 < a. Dazu dquivalent ist die anschaulich
sofort einsichtige Bedingung

™ ™
ﬂ<§ A ’Y<§
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Durch das Approximationsverfahren werden also maximal n neue Stiitzstellen in den
Graphen eingefiigt. Die Entsprechungen dieser Stellen im Polygon sind neue ,,Eck*punkte,
die kollinear zu ihren beiden Nachbarn liegen. Sie beeinflussen weder den Kern noch den
Schwerpunkt des Polygons, also auch nicht die Berechnung des speziellen Kernpunktes zu
Beginn der Ahnlichkeitsbestimmung.

Geometrische Interpretation. Wenn zwei benachbarte Eckpunkte P, und P, des
Polygons gleichweit vom Kernpunkt p entfernt sind, so gilt pkf(yp;) = pkf(pii1) =: ¥y
fiir die zugehorigen Eckpunktwinkel ¢; und ¢;11 = ¢; + a. Verbindet man die Punk-
te (i, y) und (¢;41,y) des Funktionsgraphen durch eine Strecke, so erhélt man also eine
Waagerechte, d.h. die Abstinde zum Kernpunkt dndern sich entlang der Approximations-
geraden nicht. Diese Bedingung ist genau durch Kreisbdgen mit dem Zentrum p erfiillt
(siehe Abbildung 2.5 rechts, gepunktete Linien).

Verschiebt man den Punkt p zu einem Punkt p’, so dak die Mittelsenkrechte von
P, P; ;1 nicht mehr durch p’ geht, so ist die Kurve durch P; und P;,, deren Punktabstand
zu p' sich linear mit dem Winkel ¢ dndert, kein Kreis mehr, auch nicht mit einem von p’
verschiedenen Mittelpunkt (siehe Abbildung 2.5 links und rechts).

i r() /\

Pi Pi+1

Abbildung 2.5: Approximation der PKF durch Geradenstiicke bedeutet Approximation
der Polygone durch Bogensegmente

Da die urspriingliche PKF nach den Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.2 iiberall konvex
ist, liegen die Approximationsgeraden samtlich oberhalb der exakten Kurve, geben also
zu groke Abstédnde an. Das entspricht genau den nach aufsen gewdlbten Bégen auf der
Polygonebene, deren Punkte von p weiter entfernt sind als die Punkte der Polygonperi-
pherie.

Durch die Geradenapproximation wird also die PKF einer Figur erzeugt, die aus dem
Polygon durch das Auftragen von nach aufsen gerichteten Bogen hervorgeht. Dieser Vor-
gang ist in Bild 2.6 veranschaulicht. Dort sind die senkrechten Projektionen von p auf die
Kanten gekennzeichnet, falls sie auf den Kanten liegen. Diese Minimalstellen des Abstands
der Peripherie zu p erzeugen bei der Approximation zusétzliche Stiitzstellen. Sie sind in
der rechten Figur durch kleine Kreise markiert.
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~

Abbildung 2.6: Umwandlung eines Polygons in eine Figur mit stiickweise linearer Polar-
koordinatenfunktion (Skizze)

Fehlerbetrachtung fiir die Approximation. Die Abstandswerte PKF};, sind simt-
lich grofer als die exakten Funktionswerte. Wir haben die Approximation so gewéhlt, daf
nur streng monotone Abschnitte der PKF durch Strecken iiberbriickt werden.

Die Funktion f(z) = 1/sinz hat im Intervall [0, 7], fiir das wir uns interessieren, etwa
den in Abbildung 2.7(a) dargestellten Verlauf. Das Teilintervall [r/2, 7] ist ein Intervall
maximaler Grofe, in dem die Funktion monoton ist, in dem sie also komplett durch eine
Gerade approximiert wird. Der maximale Fehler tritt auf, wenn die Approximationsgera-
de g, am Punkt (7/2,1) beginnt und an einem Punkt (r,1/sinr) endet und r sehr nahe
bei 7 liegt (r < 7). Die Gleichung der Geraden ist parametrisiert iiber r gegeben durch

_ (2z —m)(1 —sinr)
9r(x) = (2r — ) sinr 1

Den Approximationsfehler e beider Kurven bestimmen wir mit der L,-Norm, da sie
spater gemifs Definition 2.3 zur Distanzbestimmung zwischen verschiedenen Polarkoordi-
natenfunktionen genutzt werden soll:

r 1 2
e = lime(r) = lim \// (gr(a:) b > dr = +o0.
r—m r—m 7r/2 Sinxr

Der Fehler kann also beliebig groft werden, obwohl durch das Einfiigen von Zwischen-
werten nicht iiber Extremstellen der Funktion hinweg approximiert wurde. Man beachte
allerdings, dafs dieser Fehler nur die ,Abweichung von der Intuition“ beschreibt, denn
die Ahnlichkeitsfunktion von Definition 2.3 mit dieser Niherung der PKF ist ebenfalls
eine Metrik. Wie wir gleich sehen werden, kann die PKF};,-Distanz — im Gegensatz zur
urspriinglichen PKF — sogar exakt berechnet werden.

Bild 2.7(b) zeigt, dafs diese beliebig groke Abweichung der PKFy;, von der PKF auch
in der Praxis auftreten kann. Mit den Bezeichnungen von Abbildung 2.2(b) gilt hier
f=m/2, a~n/2, dh.in der Formel r(p) = ¢/sin(¢ + ) bewegt sich das Argument der
Sinusfunktion von 7/2 (¢ = 0) bis etwa 7 (p = «).
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Abbildung 2.7: Graph der Funktion y = 1/sinx (a); eine Konstellation benachbarter
Polygonecken mit schlechter Naherung der PKF durch eine Gerade (b)

Eigentliche Differenzbestimmung. Durch die Geradenapproximation der PKF ist
die Minimierung iiber ¢ in Definition 2.3 darauf reduziert, eine stiickweise lineare Funk-
tion so waagerecht zu verschieben, daf die Flachendifferenz zu einer anderen stiickweise
linearen Funktion moglichst klein wird.

Seien nun f und ¢ die beiden approximierten Polarkoordinatenfunktionen. Die Mini-
mierung iiber £ und das Wurzelziehen aus Definition 2.3 sind vertauschbar, da die Wur-
zelfunktion streng monoton ist. Es geniigt also, das Integral fO%(f(x —t) — g(x))*dz zu
minimieren.

Die Idee hierzu ist folgende: Der Graph von g ist fixiert. Es gibt m-n Eventpunkte beim
Verschieben von f, wenn nimlich zwei Ubergangsstellen der Graphen zusammenfallen.
Diese miissen explizit vom Algorithmus betrachtet werden, da sich dort die Einteilung
des Intervalls [0, 27] in Streifen mit jeweils geschlossener Funktionsgleichung fiir f und
g andert. Verschiebt man jedoch f nur zwischen zwei Eventpunkten, so 1dft sich die
Verinderung der Flachendifferenz analytisch sehr schon beschreiben (wenn auch fiir jeden
Streifen separat):

Die Streifeneinteilung ergibt sich durch m 4 n senkrechte Linien durch die Ubergangs-
stellen von f und g (Abb. 2.8(a)). Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
festlegen, dafs f zur Minimierung der Flichendifferenz nur nach rechts verschoben wird
(wie es die Formel in Definition 2.3 durch ¢ > 0 auch andeutet). Denn die Lagen von
f links von der aktuellen Eventpunktlage konnen durch Verschieben nach rechts aus der
vorhergehenden (links befindlichen) Eventpunktlage heraus erreicht werden.

Sind [ und r die z-Koordinaten der aktuellen Streifengrenzen, so werden sie zusammen
mit f verschoben, d.h. vermoge des Verschiebeparameters lauten sie parametrisiert [ 4 ¢
und r + 2.
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A1 > AU AO A2 > A[]

(a) (b)

Abbildung 2.8: Einteilung der Zeichenebene in Streifen (a); Fliche zwischen zwei Geraden
in Abhéngigkeit von der Lage des begrenzenden Streifens (b)

Die Funktionsgleichungen von f und ¢ in der Eventpunktlage vor dem Verschieben
seien fiir den aktuellen Streifen durch f(x) = ax +0b, g(x) = cx +d gegeben. Die Ly-Norm
zwischen den Kurven im Streifen betrigt dann

F(t) = /lm (a(m )+ b— (cx+ d))de. (2.2)

+t

Dies ist eine quadratische Funktion von t. In expliziter Darstellung erhélt man F(t) =
rt?+y-t+ 2 mit

r = c-(r—1)
= c(c—a)r* =) +2-c-(d=b)(r—1) (2.3)
z = 1/3-(a—c) (P =1+ (a—c)b—d)(r* =1>)+(b—d)* - (r—1).

An dieser Formel 14£t sich unter anderem folgendes ablesen:

1. Ist ¢ =0, so ist F'(t) = z = const. Hat ndmlich ¢ im Streifen den Anstieg ¢ = 0, so
wird f parallel zu g verschoben. Also dndert sich der Flicheninhalt gegeniiber der
Verschiebung nicht.

2. Ist ¢ # 0, so ist x > 0 (r > [ vorausgesetzt). Die Parabel F(t) ist nach oben
geoOffnet; fiir beide Verschieberichtungen ¢ — 400 wiichst sie streng monoton. Dies
ist in Bild 2.8(b) demonstriert: Die Fliche zwischen zwei Geraden in einem Streifen
konstanter Breite r — [ ist umso grofer, je weiter der Streifen vom Schnittpunkt der
Geraden entfernt ist.
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Die quadratische Form (2.2) 1aft sich fiir jeden Streifen aufstellen. Da die Gesamtfléche
im Intervall [0, 27r] die Summe der Fldchen in jedem Streifen ist, kann auch die Gesamt-
dnderung des Flidcheninhalts (bzw. der Ly-Norm) in Abhéngigkeit von ¢ als Summe von
quadratischen Ausdriicken geschrieben werden und ergibt ebenfalls einen quadratischen
Term Fyes(t) = X -t +Y -t + Z. Da sich X als Summe aus lauter positiven Werten z
darstellt, ist auch X grofer als Null.

Es ist nun abschliefend zu kldren, welche Werte fiir ¢ in der Gesamtformel Fie(?)
zugelassen sind. Dann kann das globale Minimum des Terms und damit die minimierende
Verschiebung von f bestimmt werden.

Die zuldssige Wertemenge ist ein Intervall der Form [0, ¢*], denn ¢ beschreibt die Lénge
einer Verschiebung aus einer initialen Eventpunktlage heraus. Der Wert ¢* entspricht
genau dem Betrag, um den f aus der Initiallage nach rechts verschoben werden kann,
bis erneut ein Eventpunkt erreicht ist. Dann &dndert sich die Intervalleinteilung, und die
Berechnungen miissen von vorne beginnen.

Formal 148t sich ¢ so beschreiben: Sei Ry, die Menge aller Paare von benachbarten
Ubergangsstellen von f und g in dieser Reihenfolge. (Es interessieren nur die Streifen, die
links von einer Ubergangsstelle von f und rechts von einer von g begrenzt sind, denn f
wird nach rechts verschoben. In Abbildung 2.8(a) gibt es genau 3 Streifen dieser Art; sie
sind am unteren Ende schwarz markiert.) Dann ist

tt=min{r—1eR: r>1 r (I,r) € Ry,}.

Gesucht ist also das Minimum von Fyes(t) in [0, ¢F]. Dazu ist die lokale Minimumstel-
le ¢ zu bestimmen. Liegt sie auferhalb von [0,¢*], so ist das Ergebnis der kleinere der
beiden Funktionswerte an den Intervallrindern.

Die Gesamtprozedur muf fiir jede Eventpunktlage von f (bei vorher fest gewihlter
Lage von g) durchgefiihrt werden. Sie ist im Algorithmus 1 fiir beliebige stiickweise lineare,
p-periodische Funktionen zusammengefafit.

Fiir jede Ausgangslage von f (Zeile 3) ist also ein Plane Sweep durchzufiihren. Der
Wert ¢, der ja erst am Ende des Sweeps (Zeile 9) benotigt wird, kann parallel im gleichen
Durchlauf bestimmt werden, indem fiir jedes Streifenintervall (Zeile 5) gepriift wird, ob
seine Rénder zu Ry, gehoren, und der aktuelle Minimalwert ¢+ gegebenenfalls aktualisiert
wird.

Der Plane Sweep ist in linearer Zeit O(m +n) durchfiihrbar. Da es fiir fest vorgegebe-
nes g genau m-n Eventpunktlagen fiir f gibt (Schritt 3), erhélt man einen Gesamtaufwand
von O(mn - (m +n)).

Der Algorithmus kann als starke Verallgemeinerung der von Arkin et. al in [ACHT91]
vorgestellten Minimierung des Lo-Abstandes stiickweise konstanter Funktionen aufgefafst
werden. Wiahrend dort gezeigt wurde, daf es fiir den Fall von Treppenfunktionen geniigt,
die m - n Positionen gemeinsamer Ubergangsstellen zu betrachten, kann bei allgemeineren
stiickweise linearen Funktionen (die auch Spriinge haben diirfen) das Ly-Minimum auch
zwischen solchen kritischen Stellen liegen. Man erhilt den stiickweise linearen Fall in den
Gleichungen (2.3) mit a = ¢ = 0 zu F(t) = (b — d)*- (r — I) = const, wobei b und d die
(lokalen) konstanten Funktionswerte im Streifen von [ bis r angeben.
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Algorithmus 1 Minimierung der Ly-Norm zwischen stiickweise linearen Funktionen unter
waagerechten Verschiebungen
Eingabe: f, g stiickweise linear und p-periodisch
Ausgabe: minyo, [F(f(z —t) — g(z))*dz
1: Fixiere eine Lage von g
2: min := undefiniert
3: Fiir jede Lage von f, in der eine gemeinsame Ubergangsstelle mit ¢ existiert
4: X =Y =7:=0
5. Fiir jedes Streifenintervall [[, ] benachbarter Ubergangsstellen
6: Bestimme F(t) := z - t*> + y -t + z gemik Formel (2.3) /% Ly-Norm zwischen
den Kurven im aktuellen Streifen als Funktion des Verschiebeparameters x/

7 X=X+z2,Y=YH4y Z.=72+=z2
8 top:=—5= /* Stelle des lokalen Minimums von Fyes(t) = X -2 +Y -t + Z, der

Ly-Norm in [0, p] als Funktion des Verschiebeparameters */
9: Falls ¢y ¢ [0,¢%] dann

10: Falls Fyes(0) < Fyes(t*) dann
11: to =0

12: sonst

13: to :=1t"

/% Fges(to) ist die minimale Ly-Norm fiir die aktuelle Ausgangslage von f «/
14:  Falls min = undefiniert oder Fyes(ty) < min dann
15: min = Fyes(to)
16: Ergebnis: min

2.1.4.2 Startpunktauswahl

Die zweite Moglichkeit zur ndherungsweisen Berechnung der PKF-Metrik ist, unter den
Werten des Rotationsparameters ¢ in Definition 2.3 eine Auswahl zu treffen.

Blicken wir noch einmal zuriick auf den Beginn von Abschnitt 2.1.3.2. Dort wurde
festgestellt, daf fiir zwei kongruente Polygone die Polarkoordinatenfunktionen genau dann
identisch sind, wenn eines der Polygone so gedreht wird, daf korrespondierende Punkte
auf der Peripherie dem gleichen Winkelparameter ¢ zugeordnet werden. Sie entsprechen
den Startpunkten der (verschobenen) Funktionen pkf. Es ist naheliegend, in der Praxis
die Eckpunkte der Polygone als solche Startpunkte zu benutzen und iiber deren Auswahl
zu minimieren. Dafiir spricht,

a) dafs sie in einem Laserscan leicht identifizierbar sind (sofern ihr Innenwinkel deutlich
verschieden von 180° ist; siehe auch weiter unten Punkt ,Spezielle Kriterien fiir die
Startpunktwahl*)

b) und daf es nur O(n - m) solche Startpunktpaare gibt (fiir Polygone mit n bzw. m
Ecken), die sich effizient durchprobieren lassen.

Man beachte, dall bisher stets aus der Sicht (nidherungsweise) kongruenter Polygo-
ne argumentiert wurde und was dafiir getan werden muf, um ihre Ubereinstimmung zu
erkennen. Fiir (intuitiv) nicht #hnliche Polygone macht es keinen Sinn, nach korrespon-
dierenden Startpunktpaaren zu suchen. Die Beschrankung auf Ecken als Startpunkte muf
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hier im Rahmen der Freiheit gesehen werden, die eine Ahnlichkeitsfunktion bei der Fest-
legung der Funktionswerte fiir ihre Argumente hat (vgl. Abschnitt 1.3.3). Moglicherweise
gibt es zwar aufer den Eckpunkten noch andere Startpunkte auf der Peripherie, fiir die
sich die Polarkoordinatenfunktionen noch weniger unterscheiden. Im Gegensatz zu einem
Matching-Algorithmus muf aber eine Ahnlichkeitsfunktion nicht unbedingt die Polygone
bestmoglich aufeinander abbilden.

Bei diesem vereinfachten Ansatz zur Berechnung der PKF-Metrik geht die Dreiecks-
ungleichung als wichtige Metrikeigenschaft verloren. Der Grund ist, daf beim Vergleichen
zweier Polygonpaare (A, B) und (B,C) die Summe der Rotationswinkel ¢ 45 und tge zum
jeweiligen Ausrichten zweier Eckpunkte aufeinander keinen giiltigen Rotationswinkel £ 4¢
darzustellen braucht. Dreht man also A um 45 + tze, so gibt es im allgemeinen kein
Eckpunktpaar von A und C, das hierdurch bis auf Verschiebung auf demselben (bei p
startenden) Strahl liegen wiirde.

Daher muf man sich mit der Eigenschaft begniigen, daf die Ahnlichkeitsfunktion zu-
mindest intuitive Ahnlichkeit modelliert. Die Metrikeigenschaften der Identitiit (1.4) und
der Symmetrie (1.3) bleiben auch bei der Einschrinkung auf Ecken als Startpunkte er-
halten.

Spezielle Kriterien fiir die Startpunktwahl. Um das spezifische Bild, das ein Laser-
scanner von seiner Umgebung liefert, angemessen zu interpretieren, kann man die Auswahl
von Startpunkten weiter einschréinken.

Da die Startpunkte durch die Rotation eines der beiden Polygone moglichst gut auf-
einander abgebildet werden, werden sie als Kandidaten fiir korrespondierende Punkte
angesehen. Daher kommen fiir sie nur Punkte in Frage, die nicht durch Rauschen oder
andere Laserungenauigkeiten entstanden sind.

Bild 2.9 zeigt Startpunkte, die aufgrund ihrer Umgebung ungeeignet sind. In (a) be-
steht eine gewisse Wahrscheinlichkeit, dak der eingekreiste Punkt in Wirklichkeit kollinear
mit seinen beiden Nachbarn liegt und daher als Eckpunkt nicht vorkommen diirfte. In die-
sem Fall gibe es im anderen Polygon hichstwahrscheinlich keine Entsprechung fiir diesen
Punkt, und ein Matchen wiirde fehlschlagen.

(a) (b)
Abbildung 2.9: Ungiinstige Ecken des Scanbildes als Startpunkte der PKF
In (b) lafst die hohe Anzahl von Mefpunkten auf engem Raum darauf schliefen, daf

es sich um eine verrauschte Darstellung handelt. Selbst wenn im zweiten Polygon eine
ahnliche Situation vorldge und eine Punktkorrespondenz prinzipiell méglich wire, so wére
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die Auswahl des entsprechenden Punktes mit grofen Risiken bzw. Fehlern behaftet, da
vermutlich in einer ganzen Umgebung potentielle Korrespondenzpunkte zu finden wiren.
Folgende Punkte sind also als Startpunkte ungeeignet:

1. Punkte, die etwa kollinear mit ihren Nachbarn liegen, d.h. an denen ein Innenwinkel
von etwa 180° besteht, und

2. Punkte, die von ihren Nachbarn weniger als eine bestimmte Schranke entfernt sind;
letztere sollte sich eventuell an der Genauigkeit des Lasers orientieren.

Startpunktauswahl nur in einem Polygon. Eine ganz andere Methode zur Start-
punktauswahl betrachtet den h&ufigsten Vergleichsfall bei der Roboterlokalisation: Ein
Anfrageskelett wird mit einem Zellskelett verglichen. Beide unterscheiden sich gravierend
in ihrer Qualitét: Zellskelette sind aufgrund exakter Daten (der Fabrikumgebung) im Pre-
processing entstanden und liegen damit in unverrauschter Form vor. Das Anfrageskelett
ist jedoch aus einem Laserscan hervorgegangen und fehlerbehaftet. Daher bietet es sich
an, nicht in beiden Polygonen nach Startpunkten zu suchen, sondern im Zellskelett einen
Punkt fest vorzugeben. Dessen Eckpunkte sind ,echt‘, weshalb ein beliebiger davon sich
— im Fall der Ahnlichkeit bzw. Kongruenz — auch im Anfrageskelett wiederfinden wird.
Die Umkehrung gilt nicht: Ein Laserscanner-Bild liefert (selbst nach einer entsprechenden
Filterung) in der Regel mehr Punkte als real vorhanden.

Mit dieser Vorgehensweise ist die Ahnlichkeitsfunktion zwar nicht mehr symmetrisch,
was aber durch die Ungleichheit der Eingabepolygone auch nicht sinnvoll erscheint.

Eigentliche Differenzbestimmung. Jede der O(m - n) Auswahlen des Verschiebepa-
rameters ¢ ergibt eine konkrete Lage der Graphen von pkf 4, und pkf,. Dafiir ist nun noch
die Ls-Norm zu bestimmen.

Da die Gleichung der Polarkoordinatenfunktion sich an jeder Ubergangsstelle findert,
miissen in einem Plane Sweep-Verfahren die iiberlagerten Funktionen ,durchstreift® wer-
den. Jede Undifferenzierbarkeitsstelle definiert einen Haltepunkt. Damit ist das Inter-
vall [0, 27| in Abschnitte [, p,] aufgeteilt, innerhalb deren beide Funktionen jeweils eine
feste Gleichung der Form (2.1) haben. Die gesamte Integraldifferenz kann also iiber diese
Abschnitte aufsummiert werden.

Durch die Verwendung der Ls-Norm, die das Quadrat der Differenz der beiden Funk-
tionen enthélt, muf man sich keine Gedanken iiber Schnittpunkte der Graphen machen,
die fiir die Integralberechnung weitere Haltepunkte bedeuten wiirden. Daher kann man
das Integral direkt ausrechnen und erhélt mit ¢y = sin 8y 2 - [pP;|1 2 gemék Formel (2.1)

/Wr < c B Co >2d B
o \sin(e +G1)  sin(p + f) v

/wr < c? N c B 2¢1Cy ) dp =
o sin?(@ + B1)  sin?(p+ By)  sin(o+ B1) - sin(p + (a)
logsin(y + (35) — logsin(p + 51)} o
sin(f1 — 32)

[—cf ~cot(p + B1) — c3 - cot(p + B2) — 2¢ico -
®1
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fiir 6y # [, und

/; <L®))2 dp = [~(er — 02 - cotlp + )]

. \sin(p+

fiir §y = Py =: B. Die technischen Einzelheiten iiber das Transformieren des globalen
Wertes ¢ € [0,27] auf den lokalen Wert ¢ € [0, ] innerhalb eines Sektors sind hier
ausgelassen.

Alle Berechnungen zwischen zwei Haltepunkten konnen aufgrund konstant vieler
Schnittpunkte in konstanter Zeit durchgefiihrt werden. Damit ist die Integralberechnung
mit einem Zeitbedarf von O(m + n) moglich, denn es gibt m + n Haltepunkte (jede Ecke
eines der beiden Polygone stellt einen solchen Punkt dar). Benutzt man alle Paare von
Ecken der Eingabepolygone als Startpunkte der Polarkoordinatenfunktionen, so erhélt
man m - n Integralberechnungen.

2.1.4.3 Komplexitit der Berechnung

Bei beiden Berechnungsmethoden — der linearen Approximation und der diskreten Mini-
mierung durch Startpunktauswahl — sind zunéchst der Kern, der Schwerpunkt und der
spezifische Kernpunkt der Eingabepolygone zu bestimmen. Wie gesehen, ist dies in der
Zeit O(k -log k) moglich (k = max(m,n)).

Die eigentliche Differenzbestimmung kostet ebenfalls fiir beide Verfahren den gleichen
Zeitaufwand: Fiir m - n Lagen der Graphen der beiden Polarkoordinatenfunktionen sind
in der Zeit O(m + n) Integraldifferenzen zu bestimmen. Die Minimierung im Approxima-
tionsverfahren benotigt dabei nicht mehr Zeit, da — wie wir gesehen haben — die minimale
Integraldifferenz zwischen zwei Eventpunktlagen in einem einzigen Durchlauf iiber das
Intervall [0, 27| berechnet werden kann, also in Zeit O(m + n).

Der Gesamtaufwand ist in Tabelle 2.2 zusammengefafst.

Teilschritt Zeitaufwand
1. Kernberechnung 2-0(k-logk) = O((m+n)-log(m+n))
2. Schwerpunktberechnung 2-0(k) = O(m+n)
3. Bestimmung des 2-0(k) = O(m+n)
spezifischen Kernpunktes
4. Differenzbestimmung mn-O(m+n) = O(mn-(m+n))

Tabelle 2.2: Laufzeit der Berechnungen zur PKF-Ahnlichkeitsfunktion

Der Speicheraufwand ist dabei linear: es mufs im wesentlichen der Kern gespeichert
werden.

Wie in Abschnitt 2.1.4.2 angedeutet, geniigt es bei unterschiedlicher Qualitit der Ein-
gabepolygone in der Roboterlokalisation, nur in einem der Polygone (dem verrauschten)
nach korrespondierenden Startpunkten zu suchen, wéihrend im anderen Polygon dieser
Punkt festgehalten wird. Dann sind nur k Integralberechnungen notwendig, und der Auf-
wand reduziert sich auf O(klogk + k- (m +n)) = O((m + n)?).
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2.1.5 FEigenschaften der PKF-Ahnlichkeitsfunktion; Ausblick

Die Stirken und Schwichen der vorgestellten Ahnlichkeitsfunktion lassen sich wie folgt
zusammenfassen:

Die PKF-Metrik mikt die Ahnlichkeit zweier sternformiger Polygone. Sie greift dabei
ausschlieflich auf Abstinde und Winkelgrofsen des Polygons zuriick, die bei Translatio-
nen und Rotationen nicht verdndert werden. Dadurch ist die Metrik translations- und
rotationsinvariant.

Will man bewuft auf die Rotationsunabhingigkeit verzichten und nur verschobene
Polygone als kongruent zulassen, so wahlt man einen festen gemeinsamen Startwinkel
fiir beide Polygone. Der Aufwand zur eigentlichen Abstandsberechnung wird dann linear;
zusammen mit der (immer noch notwendigen) Kernbestimmung ergibt sich O((m + n) -
log(m + n)).

Eine Skalierung veréindert als Ahnlichkeitstransformation innere Abstinde, nicht aber
Winkelgrofen innerhalb der Polygone. Dadurch bleibt der spezielle Kernpunkt derselbe,
und der Graph der Polarkoordinatenfunktion wird senkrecht nach oben oder unten ver-
schoben. Méchte man hingegen die Ahnlichkeitsfunktion auch invariant unter Skalierungen
machen, so betrachte man als Funktionswert der PKF nicht den (totalen) Abstand vom
Kernpunkt zum Randpunkt, sondern den Abstand im Verhiltnis zum Polygonumfang:

"e) = sin 90—1-5 (Z |PP’+1|> mit Py = Py

Denn bei einer Skalierung eines Polygons um einen Faktor s werden alle Abstinde |[pF|
vom Kernpunkt um den Faktor s verdndert, wie auch die Langen aller Seiten und daher
auch der Umfang des Polygons. Somit ist der Wert 7(¢) von Skalierungen unberiihrt.

Anstatt laut Definition iiber alle Werte des Rotationsparameters ¢ zu minimieren,
wurden fiir die Praxis zwei vereinfachende Moglichkeiten zur Berechnung gezeigt: Zum
einen wurde aus der PKF-Metrik eine zweite Metrik abgeleitet, die sich exakt und effizient
berechnen lift, aber etwas von der Intuition abweicht, die zur PKF gefiihrt hatte. Zum an-
deren kann man aus allen Werten von ¢ diejenigen auswéhlen, die den Ecken der Polygone
entsprechen. In der zweiten Variante geht die Eigenschaft der Dreiecksungleichung
verloren. Die Ahnlichkeitsfunktion ist aber positiv definit und symmetrisch.

Die Berechnung der Ahnlichkeit von Polygonen iiber die PKF-Metrik erwies sich als
sehr robust gegeniiber verrauschten Daten. Da es sich bei der Fliche unter einer
Kurve gewissermalfsen um ein ganzheitliches Mals handelt, ist der lokale Einfluft von Mef-
fehlern begrenzt. Durch die heuristische Suche nach einem speziellen Kernpunkt, wie in
Kapitel 2.1.3.1 vorgeschlagen, sind dessen Lage und der daraus resultierende Verlauf des
Graphen der PKF relativ resistent gegeniiber unglatten Polygonkanten oder fehlerhaften
zusitzlichen Eckpunkten. Dies hat sich in praktischen Tests bestéitigt. Dazu wurden beide
Varianten der Ahnlichkeitsfunktion implementiert; einige vergleichende Beispiele sind im
Anhang zu finden.

Andere Erfahrungen wurden zum Beispiel mit der in [Maes94| vorgeschlagenen Po-
lygondistanz iiber String-Matching gemacht. Dort haben redundante Eckpunkte unter
Umstinden negativen Einfluf auf das Vergleichsergebnis. Siehe dazu auch Abschnitt 3.2.



40 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFORMIGER POLYGONE

Zum Abschluft noch ein paar Bemerkungen zum Ausbau der PKF-Metrik zu einem
Matching-Verfahren. Die ausgewihlten speziellen Kernpunkte werden bei der PKF-Be-
rechnung implizit als Korrespondenzpunkte angenommen. Man stellt sich also zunéchst
vor, die Polygone werden iibereinandergelegt, so dafs diese Punkte zur Deckung kommen.
Anschliefsend wird unter den Parametern ¢ derjenige ausgewihlt, fiir den die Drehung
des ersten Polygons A um ¢ die bestmogliche Anndherung von pkf , an pkfy ergibt.
Der resultierende Wert ¢.,;, entspricht dann einer Drehung von A, bei der die Polygone
bestmdglich gematcht werden, allerdings nur unter allen Werten von ¢, iiber die minimiert
wurde.

Sind also p4 und pp die beiden berechneten speziellen Kernpunkte und %, der ge-
fundene Wert fiir ¢, so kann folgende Ausgabe als Resultat eines Matchingalgorithmus’
betrachtet werden:

1. Verschiebe A um den Vektor paps
2. Drehe A gegen den Uhrzeigersinn um ¢ ;y,.

Wie bereits in Abschnitt 2.1.4.2 erlautert, ist bei einer Einschrankung der potentiellen
Startwinkel ¢ auf solche, die Ecken der Polygone entsprechen, nicht garantiert, dafs ¢y,
die optimale Rotation des Polygons A zum Matchen auf B darstellt.

2.2 FEin flachenorientierter Ansatz

Die Polarkoordinatenfunktion eines Polygons ist nach Angabe eines speziellen Kernpunk-
tes p bereits eindeutig definiert: der Abstand eines Peripheriepunktes zu p ist von keinen
weiteren Funktionsparametern abhéngig. Drehungen des Polygons bedeuten nur eine Ver-
dnderung der Lage des Horizontalstrahls relativ zum Polygon. Dieser Strahl, dem der
Winkel 0° zugewiesen wurde, ist verantwortlich dafiir, wo die Messung des Kernpunktab-
standes und damit die Aufzeichnung der PKF beginnt. Eine Polygondrehung entsprach
dadurch lediglich einer waagerechten Verschiebung des Funktionsgraphen.

Diese einfache Form der Rotationsabhéngigkeit ist leider nicht selbstverstindlich. Wir
werden in diesem Abschnitt eine Beschreibung eines Polygons durch eine Funktion ange-
ben, die von mehreren Parametern abhiangt. Deren Verdnderung hat wesentlich weitrei-
chendere Konsequenzen auf den Graphen als nur eine Horizontalverschiebung.

Viele Darstellungsfunktionen beschreiben ein Polygon, indem jedem Punkt entlang
der Peripherie ein Wert zugewiesen wird. Wir wollen allgemein eine solche Funktion abso-
lut nennen, wenn der Funktionswert nur vom Argument und keinem weiteren Parameter
abhéingt. Andere Funktionen, wie die folgende Flicheninhaltsfunktion, legen auf der Pe-
ripherie einen Nullpunkt fest (ein Parameter der Funktion) und liefern als Wert einen bis
zum aktuellen Peripheriepunkt akkumulierten Betrag zuriick, z.B. einen iiberstrichenen
Flacheninhalt. Es wird sich zeigen, daf eine auf diese Weise zusétzlich parametrisierte
Funktion nur mit grofsem Aufwand und erheblichen Einschrinkungen handhabbar ist.
Die Berechtigung, sich dennoch ausfiihrlich damit zu beschéftigen, liegt offenbar darin,
dafs der folgende Ansatz intuitiv sehr naheliegend ist.
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2.2.1 Die Flacheninhaltsfunktion

In Abschnitt 2.1.1 wurde die Polarkoordinatenfunktion aus der Arbeitsweise eines Laser-
scanners so abgeleitet: Der Laserstrahl liefert in regelméfigen Winkelabstdnden Entfer-
nungsmefpunkte zuriick, die als Funktion vom Winkel aufgetragen werden.

Eine andere Interpretation betrachtet den vom Laserstrahl iiberstrichenen Flachenin-
halt. Analog zur Polarkoordinatenfunktion mufs dazu ein Startpunkt auf der Peripherie
vorgegeben werden, an dem die Messung des Flicheninhalts beginnt. Nach einem vollen
Umlauf des Laserstrahls ist die iiberstrichene Flache gleich der des gesamten Polygons.

Wir werden erneut den Winkel gegeniiber einer vorgegebenen Nullrichtung als die
Grofse wihlen, von der die Mefigrofe abhéingig gemacht wird. Zu einer Alternative dazu
siehe Abschnitt 2.3.3.

Der iiberstrichene Flécheninhalt wird also als Funktion einer reellen Zahl aus [0, 27]
dargestellt. Ein Beispiel dazu zeigt Abbildung 2.10.

A
P, P, ()

Py

*p

|
I
I
|
I
I
:
©P1 %

(a) (b)

Abbildung 2.10: Ein Polygon (a) und der iiberstrichene Flacheninhalt A (startend in P;)
als Funktion vom Strahlwinkel ¢ (b)

Es ergibt sich folgende verbale Definition:

Definition 2.6 (Flicheninhaltsfunktion) Sei P = (Pi,..., P,) ein sternformiges Po-
lygon mit Fldcheninhalt Ap, einem Kernpunkt p und einem Peripheriepunkt P, (Start-
punkt).

Die Abbildung f: [0,27] — [0, Ap[, die einem Winkel ¢ den vom Strahl p— Py bei
der Drehung um ¢ gegen den Uhrzeigersinn tberstrichenen Flicheninhalt zuweist, heift
Flicheninhaltsfunktion (Abk. FIF) von P (bez. p).

Fiir ¢ = 27 ist die Funktion formell nicht definiert. Der Peripheriepunkt, der diesem
Winkel entspricht, ist der Punkt P;, an dem der Laserstrahl seine Bewegung beginnt.
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Daher ist der iiberstrichene Fldcheninhalt dort Null. Wegen lim,_, or)- f(¢) = Ap setzen
wir f aber durch f(27) := Ap fort (siehe auch Punkt ,Stetigkeit* in folgendem Abschnitt).

Zur Berechnung einer noch zu definierenden Metrik ist erneut eine lineare Approxima-
tion dieser Funktion von Interesse. Dazu verbinden wir wieder benachbarten Ubergangs-
stellen des Funktionsgraphen durch Strecken, d.h. alle die Stellen, die einem Eckpunkt
des Polygons entsprechen.

Definition 2.7 (linear approximierte Flicheninhaltsfunktion) Es gelten die Vor-
aussetzung aus Definition 2.6 fir ein Polygon P mit der Fldcheninhaltsfunktion f. Die
linear approrimierte Flacheninhaltsfunktion (Abk. FIFy,) entsteht durch das Ver-
binden der Ubergangsstellen des Graphen von f durch Geradensegmente.

Die Approximationskurve ist in Bild 2.10(b) diinn eingezeichnet. Zur Frage des Einfiigens
zusatzlicher Stiitzstellen und zu Approximationsfehlern siehe Kapitel 2.2.3, Abschnitt
,2Monotonie".

2.2.2 Analytische Beschreibung

Die Funktionswerte der (nichtapproximierten) FIF erhilt man wie folgt: Der Fléichenin-
halt, den der Strahl von p bei Drehung gegen den Uhrzeigersinn bis zum Erreichen des Pe-
ripheriepunktes P iiberstreicht, ist die Summe der Inhalte aller vollstindig iiberstrichenen
Dreiecke und des Flicheninhalts A(¢) von Dreieck ApP;P. Mit den in Abbildung 2.11(b)

(a) (b)
Abbildung 2.11: Sektorenzerlegung eines Polygons (a); ein Ausschnitt (b)

bezeichneten Grofen gilt:

A(%O):l'S'T(QO)-sinc,p:l-s-ﬂ-singp:c.smiw’
2 2 sin(p + ) sin(p + 5)
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wobei ¢ := 1/2- 5% -sin 3 alle innerhalb eines Sektors konstanten Gréfen enthiilt. Wie bei
der PKF ist ¢ hier zunéchst ein lokaler Winkel im Sektor. Spiter mufs vom Argument
aus [0, 27| der FIF der Anfangswinkel desjenigen Sektors abgezogen werden, in den der
Strahl mit Winkel ¢ zeigt.

Ebenso ist A(p) nur der lokale Fldcheninhalt. Da die FIF eine jakkumulierende (d.h.
im Sinne der Einleitung zu Abschnitt 2.2 keine absolute) Funktion ist, gilt fiir den Funk-
tionswert eines Winkels ¢, dessen zugehdriger Strahl die Polygonperipherie zwischen Py
und Py schneidet:

wenn A; der Fliacheninhalt des Dreiecks ApP; P, ist.

Der Ausdruck r(¢) aus Formel (2.4) entspricht genau dem lokalen Funktionswert der
Polarkoordinatenfunktion, der in Gleichung 2.1 angegeben wurde. Das 1aft auf einen Zu-
sammenhang zwischen der PKF und der FIF schlieffen, der in Abschnitt 2.3.1 behandelt
wird.

2.2.3 Eigenschaften der Flicheninhaltsfunktion
Die FIF ist durch sehr spezielle analytische Merkmale gekennzeichnet.

Stetigkeit, Differenzierbarkeit. Die Anzahl der Ubergangsstellen zwischen verschie-
denen Abschnitten des Graphen der Flicheninhaltsfunktion (innere Punkte in Abbil-
dung 2.10(b)) ist gleich der Anzahl der Ecken des Polygons vermindert um eins. Auch an
diesen Stellen ist die Funktion stetig und differenzierbar:

Die Stetigkeit im Intervall [0, 27| folgt daraus, daf fiir einen Eckpunkt Py mit zuge-
horigem Strahlwinkel oy, gilt:

lim f(p) = hrn f ZA— Q).

o= (ag)™ o= (o)t

Mit der Fortsetzung der Funktion im Anschluf an Definition 2.6 gilt fiir alle Polygone:
f(0) =0, f(2m) = Ap.

Die Funktion ist in ganz [0,27] sogar (einmal) stetig differenzierbar, denn an den
Réandern zweier benachbarter Abschnitte gilt fiir die jeweiligen lokalen Flicheninhalts-
funktionen f; und f5 in den Polygonsektoren ApP;P;.1 und ApP; 1P, s:

1
filon) = 13(0) = 5 - [P "

Im Gegensatz zur Polarkoordinatenfunktion entstehen also an den Ubergingen zwischen
benachbarten Definitionsabschnitten der Funktion keine Knickstellen (siehe Bild 2.10(b)).
In Abschnitt 2.3.1 werden wir die Ableitung der Funktion genau angeben.

Aus der Stetigkeit der FIF folgt sofort die Stetigkeit der FIF};,, denn sie ist aus den
Stiitzstellenwerten der FIF linear zusammengesetzt. Die Differenzierbarkeit geht natiirlich
verloren.
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Ausnahmen der Differenzierbarkeit sind wiederum dann gegeben, wenn der Punkt p
auf dem Rand des Kerns liegt. Der Graph der Flicheninhaltsfunktion hat dann fiir die
Winkelargumente, die den kollinearen Kanten entsprechen, eine Undifferenzierbarkeits-
stelle. Die Stetigkeit bleibt dort jedoch erhalten, da der Flicheninhalt sich nicht &ndert,
wenn der Endpunkt des Laserstrahles (in idealisierter Vorstellung) auf der kollinearen
Kante entlangwandert. Man beachte, dat die Entfernung zu p sehr wohl wichst oder
fallt, weshalb die PKF an solchen Stellen unstetig ist.

Monotonie. Aufgrund der Herkunft der FIF ist klar, daf sie im gesamten Definitions-
intervall [0, 27] streng monoton wachsend ist. Dafiir ist es auch von Bedeutung, daf der
Punkt P; in Abbildung 2.10(a) zwei Rollen bei der Definition der Funktion iibernimmt:

e Er ist der Ausgangspunkt fiir die Messung des iiberstrichenen Fldcheninhalts. An
diesem Punkt wird die Bogenlénge als Null definiert.

e Er ist der Punkt, dem der Flidcheninhalt Null zugewiesen wurde (Nullpunkt).

Es wire auch denkbar, diese Rollen zu trennen. Dann hitte der Graph der FIF an der
Stelle ¢ (mit 0 < ¢ < 27), an der der Nullpunkt {iberstrichen wird, einen Sprung auf
Null, und es gélte dann f(0) > 0.

Da es sicher eher der Intuition entspricht, an dem Punkt den Flicheninhalt als Null
zu definieren, an dem man dessen Messung beginnt, ist es sinnvoll, die beiden genannten
Eigenschaften in einem Punkt (,Startpunkt‘) zu vereinen. Dennoch hat die Flichenin-
haltsfunktion die beiden obenstehenden Parameter; sie ist also keine absolute Funktion
im Sinne der Einleitung zu Kapitel 2.2. Das wird negative Folgen fiir die Effizienz der
Berechnung einer daraus resultierenden Ahnlichkeitsfunktion haben.

In Definition 2.6 wurde vom Punkt p ausdriicklich nicht verlangt, daft er im Innern
des Kerns liege. Die strenge Monotonie bleibt erhalten, wenn p kollinear mit einer Poly-
gonkante ist.

Durch die strenge Monotonie treten im Kurvenverlauf keine Minima auf, an denen sich
zusatzliche Stiitzstellen fiir eine lineare Approximation anbieten wiirden. Aus der Herlei-
tung der Funktion ist unmittelbar einsichtig, dak der Graph (zwischen zwei Ubergangs-
stellen) die Approximationsgerade genau dann schneidet, wenn § < 7/2 und v < 7/2 gilt
(vergleiche Abbildung 2.11(b)), denn genau dann befindet sich der Fulpunkt des Lotes
von p auf die Gerade durch P; und P;;; im Innern der Strecke P;P;,;.? In Bild 2.10(a) ist
das bei den Strecken P; P, und P,P; der Fall.

Der ungiinstigste Fall fiir den Fehler bei der linearen Approximation liegt vor, wenn
die angegebene Bedingung nicht erfiillt ist. Dann wird der Flachenzuwachs entlang der
Polygonkante entweder immer grofer (3 > 90°, die exakte Kurve ist konvex) oder im-
mer kleiner (y > 90°, die exakte Kurve ist konkav) und ist nicht konstant, wie es eine
Approximationsgerade suggeriert. Bild 2.12 zeigt diese Félle und den Verlauf der Fléchen-
inhaltskurve in den jeweiligen Sektoren.

2Dies ist genau die Bedingung dafiir, daf bei den Kurvenabschnitten der PKF ein lokales Minimum
vorliegt. Zum genauen Zusammenhang sieche Abschnitt 2.3.2.2.
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B> 90°

y

v > 90°

Y

Abbildung 2.12: Konvexer oder konkaver Verlauf der FIF

Translation, Rotation, Skalierung, Startpunktwahl. Die Funktion f ist von einer
Translation des Eingabepolygons unberiihrt, da nur Flacheninhalte betrachtet werden.
Gleiches gilt fiir Rotationen, wenngleich die Rotationsabhéngigkeit implizit in Form der
Abhéngigkeit vom Startpunkt zum Ausdruck kommt. Man héitte auch — wie bei der Polar-
koordinatenfunktion — vereinbaren konnen, dafs etwa P; stets der Eckpunkt mit kleinstem
Fahrstrahlwinkel gegeniiber der Horizontalen sein soll. Dann wire der Startpunkt festge-
legt, aber der Funktionsgraph nunmehr rotationsabhéngig.

Die Abhéngigkeit von der Fixierung eines Startpunktes ist tatséchlich nicht zu besei-
tigen; wir werden im néchsten Kapitel bei der Definition der Flicheninhaltsdistanz daher
iiber die Wahl dieses Punktes minimieren miissen.

Durch eine Skalierung eines Polygons verdndert sich zwar f(0) = 0 am linken Rand
des Definitionsintervalls der Flacheninhaltsfunktion nicht, aber f(27) = Ap wichst, wo-
durch der Graph der Funktion sich nach oben oder nach unten verlagert. Sie ist also
skalierungssensitiv, wie es in der Roboterlokalisation erwiinscht ist.

2.2.4 Die Flacheninhaltsdistanz

Nachdem wir Polygone in eine flicheninhaltsbezogene funktionale Darstellung gebracht
haben, konnen die resultierenden Funktionsgraphen mit einem bereits existierenden Di-
stanzmafs verglichen werden. Um die Bestimmung der Flicheninhaltsfunktion eines Poly-
gons eindeutig zu machen (abgesehen von der Wahl des Startpunktes P;), ist wiederum
der Parameter p der Funktion zu fixieren — der spezielle Kernpunkt. Dabei gelten genau
dieselben Kriterien wie bei der Polarkoordinatenfunktion in Kapitel 2.1.3.1. Festlegung 2.2
auf Seite 24 gilt also entsprechend.

2.2.4.1 Die FIF als quasiperiodische Funktion

Bei der Besprechung der Monotonieeigenschaften wurde festgestellt, daf die Flachen-
inhaltsfunktion im Grunde von zwei Parametern abhingt: dem Ausgangspunkt fiir die
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Messung der Fliche und dem Nullpunkt. Diese Punkte, die im allgemeinen irgendwo auf
der Peripherie des Polygons liegen, kénnen nicht rotationsunabhéngig fixiert werden. Bei
der spiteren Ableitung einer Metrik miissen also alle Wahlen dieser Punkte beriicksichtigt
werden. Dabei gilt:

e Eine Verdnderung des Mefausgangspunktes bewirkt eine waagerechte Verschiebung
des Graphen der FIF

e Eine Verdnderung des Mefnullpunktes bewirkt eine senkrechte Verschiebung des
Graphen der FIF

Dieser Sachverhalt ist in Bild 2.13 am Beispiel der linear approximierten FIF dargestellt:
Bei Bewegungen jeweils gegen den Uhrzeigersinn verschiebt sich der Graph von f nach
links bzw. nach unten.

A/ o FviC2;

P AP TAp

12
=> P1 —
2w 2w

(a) (b)

Abbildung 2.13: Verschiebung des Mebkausgangspunktes P; (a) und des Mefnullpunk-
tes O (b) gegeniiber Abbildung 2.10 (jeweils gegen den Uhrzeigersinn)

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daf aus praktischen Griinden der Mefausgangs-
punkt und der -nullpunkt stets in einem Punkt P; vereint sein sollen, wie das auch in
Abbildung 2.10 der Fall ist. Eine Verdinderung dieses Punktes bewirkt dann eine Uber-
lagerung der beiden in Bild 2.13 dargestellten Bewegungen, also eine diagonale Verschie-
bung des Graphen von f. Aufgrund der beiden Funktionen von P; muf dabei stets der
Punkt (0,0) zu f gehoren. Daher ist die Verschiebungsrichtung immer durch den Anstieg
der Kurve in dem Punkt gegeben, der aktuell im Ursprung liegt; im Fall der FIF};, ist es
der Anstieg des Segments, das momentan durch den Ursprung geht (Ursprungssegment).
Dabei wandert der Punkt (0,0) gegen die Verschiebungsrichtung auf der Kurve entlang.
Bei der FIF};, ist die Verschiebungsrichtung konstant, bis der anfingliche Punkt (0, 0) mit
einem der Stiitzpunkte zusammenféllt. Dann dndert sich die Verschiebungsrichtung ent-
sprechend dem neuen Ursprungssegment. Auf diese Weise ist sichergestellt, daf der Graph
stets durch die Punkte (0,0) und (27, Ap) verlauft — zwei Invarianten der Funktion.

Hat der Punkt P; einen vollen Umlauf auf der Polygonperipherie zuriickgelegt, so ist
der anfangliche Punkt (27, Ap) des Graphen von f in den Ursprung gewandert.
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Um die im Bild zu erkennenden Unstetigkeitsstellen durch das Verschieben zu um-
gehen, setzen wir die Flicheninhaltsfunktion geeignet fort. Da 0 = f(0) # f(27) = Ap
gilt, ist eine periodische Fortsetzung ungiinstig. Vielmehr muft der Graph z.B. im Inter-
vall [27, 47| liickenlos an den Punkt (27, Ap) anschliefen. Dies erreicht man durch eine
Abschwichung der Periodizitét:

Definition 2.8 (Quasiperiodizitit) FEine Funktion f: R — R heifit p-quasiperio-
disch, wenn es eine Konstante ¢ gibt mit

Vo flz+p)— flz)=c
p heifit Quasiperiode, ¢ Periodenversatz von f.

Es gilt also f(z +k-p) = f(z) + k- c fir alle k € Z. Im Fall ¢ = 0 ist f p-periodisch.
Beispiele quasiperiodischer (aber nicht periodischer) Funktionen sind f(z) = sinz + x
(p = ¢ = 27) und die Integerfunktion f(z) =[z] (p =c=1).

Wir setzen nun die Flicheninhaltsfunktion quasiperiodisch mit Quasiperiode 27 fort;
der Periodenversatz betriagt f(27) — f(0) = Ap:

Festlegung 2.9 Die Flicheninhaltsfunktion f: [0,2r] — [0, Ap| sei auf ganz R durch
f(xo+k-2m) = f(xo) + k- Ap fiir zo € [0,27], k € Lo eindeutig fortgesetzt.

2.2.4.2 Versuch zur Definition einer Ahnlichkeitsfunktion

Die Ahnlichkeit zweier Polygone soll iiber einen Vergleich ihrer Flicheninhaltsfunktionen
bestimmt werden. Dazu verwenden wir wie bei der PKF die Integralnorm der Ordnung 2
fiir stetige Funktionen (Ly-Norm).

Dabei ist der Abstand iiber die Wahl des Startpunktes P, in beiden Polygonen zu
minimieren. Es geniigt nicht, diesen Parameter nur in einem Polygon zu verdandern, da die
Verschiebungsrichtungen fiir die beiden Flécheninhaltsfunktionen verschieden sind. Man
kann also nicht etwa die Verschiebung des einen Graphen durch eine entgegengesetzte
Verschiebung des anderen ausdriicken.

Fiir einen beliebigen Parameter r € R bezeichne f, diejenige Funktion, die aus der
Flacheninhaltsfunktion f (mit fester Wahl von P;) durch eine Verschiebung geméf Ab-
schnitt 2.2.4.1 nach links unten hervorgeht, und zwar mit einem Verschiebungsbetrag von
genau r in x-Richtung. Ist also (z,y) ein Punkt von f, der durch die Verschiebung zu f,
auf den Punkt (z',y') (auf dem Graphen von f,) abgebildet wurde, so gilt: x — 2’ = r.

Aufgrund der Quasiperiodizitit von f ist klar, daf » nur im Intervall [0, 27] betrachtet
zu werden braucht, denn der Term f, ist 27-periodisch in 7.

Da sich die Verschiebungsrichtungen bei einem Umlauf von P; an allen Eckpunkten
(d.h. an allen Ubergangsstellen im Graphen) dndern, ist eine geschlossene Darstellung
fiir f, mittels f schwierig. Wie wir in Kapitel 2.2.4.4 sehen werden, geniigt es, innerhalb
eines Intervalls zweier benachbarter Ubergangsstellen f, analytisch zu beschreiben. Die
Darstellung von f, in [0, 27] ergibt sich dann als Summe solcher Intervallgleichungen.

Bereits hier zeigt es sich, dafs durch die beiden Parameter der Flicheninhaltsfunktion
— der Mefausgangspunkt und der Nullpunkt — die Ableitung einer sinnvollen Polygon-
distanz sehr komplex wird. Die Auswirkungen der Verdnderung dieser Parameter sind
mathematisch recht aufwendig zu formulieren. Daher soll zunéchst versuchsweise eine
Ahnlichkeitsfunktion definiert werden:
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Definition 2.10 (Versuch) Seien A und B zwei sternfoérmige Polygone, fir die nach
dem Verfahren vom Beginn des Abschnitts 2.2.4 jeweils ein spezieller Kernpunkt festgelegt
wurde. Die diesbeziiglichen Fldcheninhaltsfunktionen seien f und g mit beliebig fixierten
Startpunkten P;.

Die Abbildung

(r,t)€[0,27]2 r,t)€[0,2m

SAB) = min L(fng) = min ]2\/ [ () at0) e

heifit Flacheninhaltsdistanz fiir sternférmige Polygone.

Im Sinne von Abschnitt 1.3.2 handelt es sich dabei natiirlich um eine Ahnlichkeitsfunktion
(und keine Distanzfunktion in der strengen Bedeutung). Aus lexikalischen Griinden soll
aber hier von der Flicheninhaltsdistanz gesprochen werden.

Metrikeigenschaften. Leider lassen sich bei dieser Definition nicht alle Metrikeigen-
schaften nachweisen. Die Identitétseigenschaft s(A,B) = 0 <= A = B kann wie im
Satz 2.13 aus Abschnitt 2.2.4.3 weiter hinten bewiesen werden. Die Symmetrie ergibt sich
daraus, dak der Term fiir s(A, B) symmetrisch in f, und g, ist, es ist also nichts zu zeigen.

Die Dreiecksungleichung gilt im allgemeinen nicht. Wir zeigen diesen Sachverhalt hier
nur fiir die linear approximierte Flacheninhaltsfunktion FIF};,. Man betrachte als Beispiel
Abbildung 2.14. Dort sind drei zum Teil verrauschte gleichseitige Dreiecke unterschiedli-

h

Abbildung 2.14: Zur Verletzung der Dreiecksungleichung

cher Gréfe angegeben. Der spezielle Kernpunkt p liege im zweiten Polygon aufgrund des
Rauschens nah am Rand der unteren Seite. Abbildung 2.3 auf Seite 24 weiter vorne er-
lautert die Verdnderungen des Kerns, die zu solchen extremen Kernpunktverschiebungen
fiihren. Zur Vereinfachung der Rechnung wird das Polygon B jedoch als Dreieck ange-
nommen, was das Endergebnis nur quantitativ beeinfluit; siehe auch folgender Absatz.
Die zugehorigen FIF);,-Graphen f, g und A von A, B und C erfiillen die Eigenschaft
f(27) < g(2m) = h(27). Dies ist in idealisierter Form in den Abbildungen 2.15 und 2.16
dargestellt. Zur deutlicheren Herausstellung des Problems wurde f = 0 angenommen. Die
Funktion ¢ ist abschnittsweise konstant, was durch die Nihe des speziellen Kernpunktes
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von B zu einer der Polygonkanten niherungsweise erreicht ist. Die Vereinfachungen haben
keinen qualitativen Einflufs auf die Verletzung der Dreiecksungleichung in diesem Szenario,
da man sich dem dargestellten ,Idealfall‘ beliebig ndhern kann.

Die Funktionen f und h sind nicht nur stiickweise, sondern auf ganz [0, 27| linear; eine
Verschiebung bildet sie somit auf sich selbst ab, d.h. f, = f, hy = h fiir alle r, t. Daher
gilt (Abbildung 2.15)

1
min \// fr — hy(x \// — dx = —V6m.
(r,t)€[0,27]2 27T 3

Die Funktion g verdndert sich hingegen bei einer abschnittsweisen Verschiebung durch den

AY
+1

S~
LS

[ ]
[ ]

2T

Abbildung 2.15: Minimale FIF-Distanz der Polygone A und C

Ursprung. Die Lagen in den Abbildungen 2.16(a) bzw. (b) seien mit g, bzw. g, bezeichnet.
Es gilt fiir Bild (

[ (s =\[[7 (22 ae =20

Fiir Bild b erhilt man

[ - -
/3 3 1 \? /1 1)’ 1
2. S — S = —6r.
(/0 (47r:c 27T:r> da:+/27r/3 (2 27r:c> dx 13 6
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Abbildung 2.16: FIF-Distanz der Polygone A und B (a) bzw. B und C (b)

Also folgt

V6

2 6
min  Lo(fr,9:) + min  Lo(gr, hy) < §ﬁ+1—8\/7_r

(r,t)€[0,27]2 (r,t)€[0,27]2
6
e

= in  Lo(f, hy). O
s, Lalfr )

Da wir spéter eine Variante der Flicheninhaltsdistanz herleiten wollen, die die Drei-
ecksungleichung erfiillt, lohnt es sich, dariiber nachzudenken, was die Ursachen fiir ihre
Verletzung sind:

Die Lagen g, und gy, fiir die die L,-Normen von f und g bzw. g und h minimiert werden,
unterscheiden sich wesentlich. Um Lo(f, g,) und Lo(gp, h) mit Lo(f, h) zu vergleichen,
miikte man g, so verschieben, dak es mit g, zur Deckung kommt und aukerdem Lo(f, g,)
sich nicht dndert. Letzteres ist mit den in der Definition der FIF-Distanz vorgesehenen
Verschiebungen nicht moglich — sie erlaubt nur Verschiebungen entlang der Graphen von
f und g, die ganz unterschiedlich verlaufen. Die Beweisidee

LZ(fa ga) + L2(gb; h’) = L2(fsagb) + LZ(gbah’) > LZ(fs; h’) > min L2(f1“7ht)7

(r;t)€[0,27]?

wie sie im Fall der Polarkoordinatenmetrik fiir die Dreiecksungleichung genutzt wurde,
funktioniert also hier nicht. In Abschnitt 2.2.4.3 wird gezeigt, unter welchen Einschrin-
kungen dieser Gedanke dennoch zum Erfolg fiihrt. Dazu muf man erreichen, dafk die
erlaubten Verschiebungen zur Minimierung der Ly-Norm nicht von Funktion zu Funktion
verschieden sind.
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Berechnungskomplexitit. Es gibt aber noch ein algorithmisches Problem mit die-
ser Definition der Flacheninhaltsdistanz. Es soll ebenfalls unter Verwendung der FIFy;,-
Distanz demonstriert werden:

Zur Bestimmung der Integraldifferenz gemé&f Definition 2.10 mufs ein Sweep-Verfahren
tiber das Intervall [0, 27] angewendet werden, da die Funktionen nur stiickweise definiert
sind. Die Haltepunkte des Sweeps, festgelegt durch die Ubergangsstellen der Funktionen
zwischen verschiedenen Geradenabschnitten, verindern ihre Lage beim Verschieben der
Graphen. Dabei werden stindig Eventpunkte iiberstrichen, d.h. solche Punkte, bei denen
eines der folgenden Ereignisse eintritt:

1. Zwei Ubergangsstellen der beiden Funktionen f und g fallen zusammen (,kritischer
Punkt*). Bei diesem Ereignis verschwindet ein aktueller Streifen, der durch die bei-
den jetzt identischen Ubergangsstellen begrenzt war. Ein neuer tut sich auf mit
neuen aktuellen Geradenstiicken.

2. Eine Ubergangsstelle einer der beiden Funktionen durchstékt den Ursprung (0,0).
Bei diesem Ereignis éndert sich das aktuelle Ursprungssegment (vgl. Kapitel 2.2.4.1).
Dadurch &dndert sich die Verschiebungsrichtung des Graphen der FIFy;,.

Zwischen zwei solchen Eventpunkten kann die optimale Lage der Graphen (mit minimaler
Fliche zwischen den Kurven) mit einer &hnlichen Methode ausgerechnet werden, wie
wir sie in Abschnitt 2.1.4.1 unter Punkt ,Eigentliche Differenzbestimmung‘ vorgestellt
hatten. Bei jedem Uberschreiten eines Eventpunktes jedoch veriindern sich offensichtlich
die aktuellen Verhiltnisse drastisch: Bei Ereignis 1 dndert sich die Streifeneinteilung,
die fiir die stiickweise Integralberechnung zugrundeliegt. Bei Ereignis 2 dndert sich der
Verschiebungsvektor der Form (1 ¢)T, mithilfedessen die lineare Funktion f(z) =a-z +b
eines Abschnitts durch f(x +¢) — ¢ -t iiber alle Verschiebungen parametrisiert werden
kann.

Aus diesem Grund ist die Berechnung der Polygon#hnlichkeit geméfs Definition 2.10
mindestens so aufwendig, wie es Eventpunkte bei Verschiebungen der Kurven f, und ¢,
fiir (s,t) € [0,27]? gibt. Diese Anzahl kann man wie folgt ermitteln:

Man stelle man sich zunéchst f, fixiert vor und betrachte g;. Bei einer Variation von
t im Intervall [0, 27| iiberstreift jede Ubergangsstelle von g jede der m Ubergangsstellen
des Graphen der fixierten Funktion f,. Aukerdem gelangt jede der n Ubergangsstellen des
Graphen von ¢ einmal in den Ursprung — ein Ereignis vom Typ 2. Also gibt es hierfiir
bereits m - n + n Eventpunkte.

Hat der Graph von g, fiir ¢ = 27 wieder seine Ausgangslage erreicht, so muf jetzt auch
f variiert werden, und zwar zunéchst so weit, bis erstmals ein Eventpunkt der Lage von
fr und der Ausgangslage von ¢ (d.h. gg) erreicht ist. Fiir diese neue Lage von f ist nun
wieder g vermége g; im Intervall ¢ € [0, 27| zu variieren, um alle Lagekombinationen zu
erfassen. Das ergibt wiederum m - n + n Eventpunkte.

Dies ist nun fiir jede Lage von f zu tun, die mit der Ausgangslage von ¢ einen Event-
punkt (eines der beiden Typen) induziert. Es gibt analog m - n + m solche Lagen von
f. Auf diese Weise erhélt man (m - n 4+ n) - (m - n + m) Eventpunkte, die bei einer Ver-
schiebung von f und ¢ aus beliebiger Ausgangslage heraus erreicht werden. Die Anzahl
ist schlieflich noch mit dem Aufwand O(m + n) fiir eine konkrete Integralberechnung zu
multiplizieren. Damit hat das Auffinden der Lage mit minimaler Flédcheninhaltsdifferenz
fiir dieses konkrete Darstellungsmodell eine unakzeptable Komplexitét.
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Zusammenfassung. Die entstandenen Probleme miissen urséchlich auf die Existenz zu
vieler Funktionsparameter der FIFy;, zuriickgefiihrt werden. Thre Variation fiihrt zunéchst
zu einer komplizierten Verinderung des Graphen der Funktion. Dies umso mehr, da die
Variationen der Parameter in unterschiedlicher Qualitit (z.B. Verschieberichtung) und
nicht etwa nur quantitativ verschieden auf den Graphen wirken. Die Variationen iiber
diese Parameter miissen deshalb beriicksichtigt werden, weil sie bei den Transformationen,
die wir zugelassen haben, verdndert werden.

Fiir die nichtapproximierte FIF gilt, daft selbst bei einer diskreten Minimierung nur
iiber die Eventpunkte — wie im Abschnitt ,Startpunktauswahl“ bei der PKF — die oben
angefiihrte Komplexitdt angenommen wird, wenn alle Eventpunkte zur Auswahl stehen.

Obwohl die Ausgangsidee intuitiv sehr verniinftig erschien, hat sich also diese Methode
nicht als praktikabel erwiesen. Da bei den meisten Vergleichs- und Optimierungsproble-
men Extremwertaufgaben auftreten, sollte man daher im Fall funktionaler Darstellungen
der Vergleichsobjekte darauf achten, dafs die Funktionen wenige Parameter aufweisen, um
die Komplexitit begrenzt zu halten. Dies gilt in der Roboterlokalisation erst recht, weil fiir
eine Anfrage des Roboters an den Lokalisationsalgorithmus sehr viele Polygonvergleiche
zu erwarten sind, die auch nicht in einem Preprocessing untergebracht werden konnen.

Man beachte schlieklich, daf die Argumentation unabhéingig von der gewihlten Metrik
auf der Menge stetiger Funktionen war, der Integral-Metrik. Bei der Komplexitidtsanalyse
wurde an keiner Stelle die eigentliche Integralberechnung einbezogen. Es liegt vielmehr an
der Struktur der Polygondarstellung. Im folgenden wird gezeigt, wie durch eine (erheb-
liche) Vereinfachung dieser Struktur die Komplexitit des Berechnung verringert und die
Qualitéit der Ahnlichkeitsfunktion erhéht werden kann (Dreiecksungleichung), wenn auch
nicht ohne Abstriche an anderen Stellen.

2.2.4.3 Definition der skalierten Flacheninhaltsmetrik

In diesem Abschnitt soll eine abgeschwéchte Variante der Flacheninhaltsdistanz vorgestellt
werden. Sie wird leicht und relativ effizient implementierbar sein und die Dreiecksunglei-
chung erfiillen. Die Nachteile werden sein, daf sie nicht mehr ganz der Intuition entspricht,
die zur Definition der FIF gefiihrt hat, und daf sie nicht vollstindig die Anforderungen
der Roboterlokalisation an eine Ahnlichkeitsfunktion erfiillt.

Wir hatten gesehen, daf eine Verdnderung des Startpunktes P; auf der Polygonperi-
pherie grob einer diagonalen Verschiebung des Funktionsgraphen der Flacheninhaltsfunk-
tion entspricht, allerdings mit stindig variierenden Verschiebungsrichtungen. Hier neh-
men wir die erste Vereinfachung vor: In Bild 2.17 gilt fiir die Folge der Verschiebungen:
S T = (21 Ap)T =: 7. Der Vektor @ kann daher als Gesamtvektor der Verschiebung im
Intervall [0, 27] bezeichnet werden. Er approximiert sowohl die sich stdndig verdndernde
Verschiebungsrichtung der FIF als auch die im Bild dargestellte sukzessive Verschiebung
entlang mehrerer Vektoren im Fall der FIFy;,.

Es sollen jetzt nur noch Verschiebungen entlang dieses Naherungsvektors zuléssig sein.
Damit verlassen wir etwas die Intuition: Durch dieses Verschieben von f zur neuen Funk-
tion f, gilt im allgemeinen f,(0) # 0. Die Stelle, an der die Aufzeichnung der Funktion
begonnen wird (x = 0), bekommt nicht mehr den Flécheninhalt 0 zugewiesen; der Null-
punkt liegt kurz vor oder kurz hinter dem Mefausgangspunkt. Man beachte jedoch, daf
dies nicht im Widerspruch zu den Bemerkungen aus Abschnitt 2.2.4.1 steht, wo wir das
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Abbildung 2.17: Variierende Verschiebungsrichtungen und Gesamtverschiebung

Zusammenlegen dieser beiden Punkte favorisiert hatten. Auch jetzt konnen die Punkte
nicht unabhéngig voneinander bewegt werden - anhand des Graphen kann man zu jedem
potentiellen Mefausgangspunkt ablesen, wo der zugehorige Nullpunkt liegt: Die (qua-
siperiodisch fortgesetzte) Flidcheninhaltsfunktion besitzt eine eindeutig bestimmte Null-
stelle ¢y. Dieser Wert kann nun positiv oder negativ sein und gibt die Abweichung des
Nullpunktes O vom Mefkausgangspunkt P; an. Ist ¢y > 0, so liegt O kurz hinter P;
auf der Polygonperipherie (im Gegenuhrzeigersinn), im anderen Fall kurz davor. Dieses
Verhalten kann man auch aus Abbildung 2.13 ablesen, wo die FIF allerdings noch nicht
quasiperiodisch fortgesetzt war.

Damit hingt die Verschiebungsrichtung nur noch vom Polygon an sich ab und nicht
mehr von der aktuellen Zwischenlage des Graphen.

Um die Dreiecksungleichung zu ,erzwingen”, miissen wir aber erreichen, daf die Ver-
schiebungsrichtung sogar fiir jedes Polygon dieselbe ist (zur Begriindung vgl. Abschluf-
bemerkungen zum Punkt ,Metrikeigenschaften* auf Seite 50). Dazu fiihren wir eine Ab-
schwichung der FIF ein:

Definition 2.11 (skalierte Fldcheninhaltsfunktion) Es gelten dieselben Vorausset-
zungen wie in Definition 2.6, und f sei die (exakte oder linear approzimierte) Flichenin-
haltsfunktion des angegebenen Polygons mit Flicheninhalt Ap. Dann heifst die Abbildung

fs10.2n[— 0,1, fi(p) := f(0)/Ap
(exakte oder linear approzimierte) skalierte Fldcheninhaltsfunktion (Abk. FIFg).

Im folgenden wird, wenn nichts anderes gesagt ist, die skalierte Variante der Flichenin-
haltsfunktion gemeint sein, auch wenn wir das Attribut ,skaliert* auslassen.

Es ist sofort einsichtig, dafs dadurch die Skalierungsabhéngigkeit der Darstellung ver-
lorengeht, die fiir die Roboterlokalisation mittels Laser-Radar (=Entfernungsmesser) na-
tiirlicherweise gefordert wird. Am Ende des Kapitels 2.2 wird allerdings eine prinzipielle
Moglichkeit gezeigt, wie die Metrik wieder sensibel gegeniiber Skalierungen gemacht wer-
den kann.

Das positive Ergebnis ist, daf der Funktionswert an der Stelle ¢ = 27 nun 1 betréigt
und damit vom Polygon unabhéngig ist. Der Graph der Fldcheninhaltsfunktion darf nur
entlang des Vektors (27 1)T verschoben werden, was néherungsweise der Verdinderung des
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Startpunktes Py auf der Peripherie entspricht. Fiir eine Abschnittsfunktion f (zwischen
zwei Haltepunkten des Sweeps) wird dies durch den Ausdruck f(z + 27t) — t modelliert.

Bei dieser Vorgehensweise 1aft sich erfreulicherweise auch das zweite Problem losen:
das der Komplexitit. Angenommen, fiir die Lage der Punkte P; wie in Bild 2.18(a) sei die
Ly-Norm der Differenz der FIF-Kurven minimal. Im Bild (b) daneben ist der Punkt P;

Py

(a) (b)
Abbildung 2.18: Gleichméfige Verschiebung des Startpunktes P; in zwei Polygonen

des Polygons B um etwa 90° im Uhrzeigersinn in einen vorher bestimmten Eckpunkt P
verschoben worden. Im Polygon A ist auf den Punkt P; genau dieselbe Verschiebung
angewendet worden. Diese Verdnderungen des Funktionsparameters P, repréisentieren eine
Verschiebung der Flicheninhaltsfunktionen fs und g, um den gleichen Betrag 7/2 in -
Richtung. Da schlieflich der Verschiebungsvektor der FIFg in beiden Fillen (2 1)T ist, ist
auch der Verschiebungsbetrag in y-Richtung derselbe (ndmlich 1/4), wodurch sich einfach
eine parallele Veranderung beider Funktionsgraphen ergibt. Der Flacheninhalt dazwischen
(d.h. die Ly-Norm der Differenz) ist unverdndert geblieben, also in Abbildung 2.18(b)
ebenfalls minimal.

Die Folge ist, dafs wir fiir jede Lage der Graphen, fiir die die Flichendifferenz zu
bestimmen ist, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen konnen, dafs ein
vorher fixierter Punkt P des Polygons B (wie in Abbildung 2.18 (b)) dem Punkt (0,0)
im Graphen entspricht. Wir brauchen daher nur iiber alle Verschiebungen der FIFg des
Polygons A zu minimieren.

Die Anzahl der Eventpunktlagen ist nun deutlich reduziert. Eventpunkte vom Typ 2
spielen keine Rolle mehr: Die Verschieberichtung dndert sich nicht wahrend der Verschie-
bung. Also verbleiben genau die m - n Eventpunktlagen, bei denen zwei Ubergangsstellen
von f und g zusammenfallen.

Der Verschiebeparameter ¢ muf aufgrund der Quasiperiodizitéit natiirlich nur im In-
tervall [0,1] (fiir den Ausdruck f(z + 27t) — ) betrachtet werden.

Definition 2.12 (FIF-Distanz) Seien A und B zwei sternformige Polygone, fir die
nach dem Verfahren vom Beginn des Abschnitts 2.2.4 jeweils ein spezieller Kernpunkt
festgelegt wurde. Die diesbeziiglichen skalierten Fldacheninhaltsfunktionen seien f und g.
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Die Abbildung

s(A, —trenl’n \// flz+2mt) —t — (:1:)>2dx

heifit skalierte Flacheninhaltsdistanz fiir sternformige Polygone.

(Zur Vereinfachung werden wir aber nur von der Flicheninhaltsdistanz sprechen und
meinen, wie auch bei der Fliacheninhaltsfunktion, stets die skalierte Variante.)

Satz 2.13 (FIF-Metrik) Die skalierte Flicheninhaltsdistanz ist eine metrische Ahnlich-
keitsfunktion und wird daher im folgenden auch (skalierte) Flicheninhaltsmetrik ge-
nannt.

Beweis:

1. Die Eigenschaft A = B < s(A, B) = 0 benutzt sowohl fiir die FIF als auch fiir die
FIF}, ein interessantes Resultat aus Kapitel 2.3 und wird deshalb erst auf Seite 63
nachgewiesen. Dort geht es um die Rekonstruktion eines Polygons aus der FIF-
Darstellung, die einem konstruktiven Beweis der Riickrichtung ,,<=“ obenstehender
Aquivalenz entspricht. (Die andere Richtung stellt keine Schwierigkeit dar.) Man
bedenke, dak ,, A = B* hier Identitit der Punktmengen bis auf Translation, Rotation
und Skalierung bedeutet.

Die Symmetrie und die Dreiecksungleichung zeigt man dhnlich wie in Satz 2.4; al-
lerdings sind die hier vorkommenden Funktionen nicht periodisch, sondern quasipe-
riodisch. Zu beachten ist, dak die beiden folgenden Beweisteile fiir die FIF wie auch
fiir die FIFy;, gleichermafsen gelten, denn sie benutzen nur die Quasiperiodizitéit der
Funktionen, die natiirlich auch im Fall der FIF};, gegeben ist:

2. Symmetrie: Seien ¢ 45 der minimierende Wert fiir s(A, B) und t54 := 1 —t 45 € [0, 1].
Dann gilt:

s’(A,B) = / fx 4 2mtap) — tas — g(x )>2dx

(
= /0 (f T+ 21t a5 + 27mtpa) — tas — g(z + 27TtBA)>2da:
(

2
= / f(x +2m) —tAB—g(x+27rtBA)> dx
(o) 2T 2
2 [ (1) + toa - oo+ 2m000)) do
0

> min /0% (g(a: +omt) — t — f(:c))Qda:

tefo,1

= 5%(B,A).

Fiir die Gleichung (%) wurden lediglich die Graphen von f und g gemeinsam um
27t 4 (nach links) verschoben, ohne dafs sich dadurch ihr Lo-Abstand éndert. In
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der Gleichung (e) wurden einerseits die Quasiperiodizitét f(z +27) = f(z)+1 und
andererseits 1 —t 45 = tp4 ausgenutzt. Diese Beziehung zwischen den Verschiebepa-
rametern besagt natiirlich, dak bei einer Vertauschung der Rollen von f und g die
minimierende Verschiebung in entgegengesetzter Richtung erfolgt.

Mit der analog zu zeigenden Ungleichung s(B,.4) > s(.A, B) erhélt man Gleichheit.
3. Dreiecksungleichung: Seien dazu f, ¢ und h die Flicheninhaltsfunktionen dreier

Polygone A, B und C, und seien t 45 und ¢z die minimierenden Werte fiir s(A, B)
und s(B,C).

s(A,B) +s(B,C) = \//027r (f(x + 27t 4p) — tas — g(m))de

+ \//027r (g(m + 2mtpe) — tee — h(fU))Qdﬁ

27
— \// (f(x+27rtAB+27rth) — tuB —g(:r:+27rtgc)> dz
0

\//27r (g(m + 27tpe) — tpe — h(x))de

\//QW l‘+271' t.AB"'tBC)) (tAB+tgc) h( )) dl‘

trenéri\// flx+2nt) —t — h(x )) dx

Im Schritt (xx) gilt die Minkowski-Ungleichung.

A
IV i
*

AV

2.2.4.4 Berechnung der skalierten Flacheninhaltsmetrik

Zunéchst ist ein spezieller Kernpunkt nach der Methode von Abschnitt 2.1.3.1 zu bestim-
men; der Aufwand hierbei betrdgt O(k - logk) fiir £ = max(m,n), wenn die Eingabepo-
lygone m bzw. n Ecken haben. Er kann fiir jedes Polygon separat bestritten werden und
ist damit Preprocessing-fahig (geeignet bei grofsen Szenen mit mehreren zu erwartenden
Anfragen).

Fiir die Bestimmung der L,-Norm laut Definition 2.12 hat man — wie bei der PKF —
zwei Optionen: Da eine exakte Bestimmung des angegebenen Minimums fiir die nichtap-
proximierte FIFg-Distanz nicht evident ist, kann man sich auf die m - n Eventpunkte
beschrianken, die durch die Fixierung des Graphen von ¢ (siehe Seite 54) {ibriggeblieben
sind, und nur unter diesen Lagen von f minimieren. Es gelten dieselben Kriterien zur
Startpunktauswahl wie in Abschnitt 2.1.4.2; man kann also durchaus noch weiter ein-
schrinken, wenn zum Beispiel die unterschiedliche Qualitit der beiden Eingabepolygone
bekannt ist, wie im Fall des Zellskeletts aus dem Preprocessing und des Scan-Skeletts.
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In jedem Fall sind maximal m - n Integralberechnungen einer jeweiligen Komplexitit von
O(m + n) durchzufithren. Das Integral innerhalb eines der O(m + n) Streifen erhélt man
fiir 10 = 1/2 - |pP;|* - sin 81 5 aus Formel (2.4) wie folgt: Mit

r : 2
S(3) = /‘” LS
@Y

. sin’(p + )
_ | cos(p = B) —cos(p + B) + ¢ -sin(p — B) + ¢ - sin(p + 35)
2 -sin(p + )
@
—logsin(y + ) - sin 23
@1
und
. or sin? o
Ho ) = /@ Sin(p + 5r) sin(o + ) "
: : . , o
_ F,wa@+ﬂg+bwmw+ﬂgsgﬁgf§§M¢+m»aﬁm
@1

ergibt sich

i ¢y - sin g Co - Sin 2 o )
L,<ﬁﬂw+ﬂn‘smw+ﬂg>dw‘q‘5“0+%'ﬂ%>—%wawhm>

fiir 6y # [ und

dp = (Cl - 02)2 ) S(ﬂ)

/% (c1 = c)” -sin’ g
2

. sin’(p+ )

fir 5y = B2 =: 3.

Bei diesen Formeln beachte man jedoch, daf die FIF geméf Gleichung (2.5) akkumu-
lierend ist, d.h. der Funktionswert in einem Sektor ergibt sich aus einem lokalen Wert
zuziiglich des bis dahin iiberstrichenen Flicheninhalts. Dieser Sachverhalt wurde in den
angegebenen Integralen zur Vereinfachung der Darstellung nicht beriicksichtigt.

Die andere Option besteht in der Verwendung der linear approximierten (skalierten)
Flacheninhaltsfunktion FIF};,. Auch wenn die Minimierungsvorschrift — Verschiebung ent-
lang (2 1)T — hier komplizierter ist als bei der PKF, kann das Minimum aus Definiti-
on 2.12 mit der FIFy;, exakt bestimmt werden. Das Verfahren ist mit dem von Algorith-
mus 1 bis auf einige technische Verdnderungen identisch, daher seien nur die wichtigsten
davon genannt:

Es gibt also m - n Eventpunktlagen von f, wihrend die Lage von ¢ fixiert ist. Zwi-
schen diesen Lagen sind die Funktionsgleichungen fest, und die L,-Norm unterliegt einer
Verénderung, die durch ein Polynom zweiten Grades beschrieben und deren Minimalwert
daher exakt bestimmt werden kann.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit verschieben wir f nur nach links unten. Die
aktuellen Streifengrenzen, d.h. die Rander des aktuellen Integrationsintervalls, lauten all-
gemein [ — 27t und r — 27t, wenn ¢ der Verschiebeparameter ist.
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Befindet sich f am rechten Rand des aktuellen Streifens, d.h. vor der Verschiebung,
dann seien die beiden FIFg-Gleichungen durch f(x) = ax +b, g(x) = cx + d gegeben. Die
Lo-Norm zwischen den Kurven betrégt

F(t) := /lr_gm5 <a(m +271t) +b—t— (cx + d)>2d:c. (2.6)

—27t

In expliziter Darstellung erhélt man F(t) =z -t + y - t + z mit

r = (2me—1)* (r —1)
= Q2re—1)-((a—c)(r* =1 +2-(b—d)(r—1))
= 1/3-(a—c)* (P =P)+(a—c)b—d)(r* =)+ (b—d)?- (r —1).

Die Lo-Norm zwischen beiden Kurven ist genau dann von ¢ unabhingig, wenn die Ver-
schieberichtung (von f) mit dem Anstieg von g¢ iibereinstimmt, d.h. wenn 1/27 = ¢ ist.
Das bestétigt die Formel, denn fiir diesen Wert von ¢ ist F'(t) = z = const. In allen ande-
ren Fillen ist x > 0, d.h. F ist wieder eine nach oben getffnete Parabel. Die Darstellung
von Bild 2.8(b) (Seite 33) gilt entsprechend.

Stellt man die quadratische Form (2.6) fiir jeden Streifen auf und bildet die Summe
der Koeffizienten x, y und z aller Streifen im Intervall [0, 27], so erhélt man eine Darstel-
lung Fes(t) = X -2+ Y -t + Z, die die Anderung der Ly-Norm unter Verschiebungen im
gesamten Definitionsbereich angibt. Das zuléssige Intervall [0, ¢~] fiir den Verschiebepara-
meter errechnet man analog zu Abschnitt 2.1.4.1, indem ¢~ als die Breite des schmalsten
Streifens genommen wird, der links von g und rechts von f begrenzt wird. Um diesen
Wert ¢~ kann f aus der aktuellen Initiallage heraus verschoben werden, ohne dafs zwei
Ubergangsstellen von f und g kollidieren. Damit kann das globale Minimum von Fie(?)
in [0, 7] leicht bestimmt werden.

Die Gesamtprozedur betrachtet nun jede Eventpunktlage von f, in der eine gemein-
same Ubergangsstelle mit ¢ existiert. Gemif der Lagen aller Ubergangsstellen wird das
Intervall [0, 27] in Streifen eingeteilt und fiir jeden Streifen nach obiger Vorschrift die
Funktion F(¢) gebildet. Die Koeffizientensumme ergibt nach dem Durchlauf iiber alle
Streifen die Formel Fyeq(t) und den Wert ¢~, so daf das globale Minimum von Fjes be-
stimmt werden kann. Dieser Wert ist iiber alle Eventpunktlagen von f zu minimieren.
Das Resultat ist die Ly-Norm der beiden stiickweise linearen Funktionen f und ¢ unter
allen Verschiebung von f und g entlang (27 1)T; der Gesamtaufwand betriigt — wie bei
der PKF-Metrik — O(mn - (m + n)).

2.2.5 Abschlieiendes zur Flacheninhaltsdistanz

In diesem Kapitel wurde eine Ahnlichkeitsfunktion vorgestellt, die den vom Laserstrahl
tiberstrichenen Flicheninhalt (bei einem 360°-Rundumscan) als Funktion des Winkels
auftriagt, den der Strahl mit einer festen Referenzrichtung bildet. Diese Funktion hiangt von
zwei Parametern ab, die nicht unabhéngig von Rotationen des Eingabepolygons festgelegt
werden konnen: dem Peripheriepunkt, an dem die Messung des Flicheninhalts beginnt,
und demjenigen, an dem er auf Null gesetzt wird. Selbst wenn man vereinbart, dafs diese
Punkte stets identisch sein sollen, wirkt ihre Verdnderung unterschiedlich auf den Graphen
der Funktion: in Form einer Horizontal- und einer Vertikalverschiebung.
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Vereint man diese Punkte zu einem gemeinsamen Startpunkt P; auf der Peripherie, so
gilt stets f(0) = 0. Eine Variation von P; bedeutet dann eine Verschiebung des Graphen
durch den Ursprung hindurch, indem sich die Verschiebungsrichtung an jedem Punkt des
Graphen dndert. Diese Parametrisierung ist kompliziert genug, daf eine daraus abgeleite-
te Ahnlichkeitsfunktion nachweislich nicht die Dreiecksungleichung erfiillt und auferdem
kaum effizient berechenbar ist.

Beseitigung des globalen Nullpunkts. In Abschnitt 2.2.4.2 (siehe dortige Zusam-
menfassung) wurde argumentiert, dak die Ursachen dafiir darin liegen, dafs die Flachenin-
haltsfunktion keine absolute Funktion ist. Eine einfache Moglichkeit, sie zu einer absoluten
Funktion zu machen, ist anscheinend folgende:

Statt den insgesamt iiberstrichenen Flicheninhalt zu betrachten, legt man als Funkti-
onswert diejenige Fliche fest, die im aktuellen Sektordreieck iiberstrichen wurde (Abbil-
dung 2.19). Damit hat man erreicht, dak fiir jeden Peripheriepunkt P der Funktionswert

Abbildung 2.19: Ein Dreieck (a) und seine sektorenbezogene Flicheninhaltsfunktion (b)

eindeutig feststeht — unabhéngig von einem gewéhlten Nullpunkt: Man bestimmt den Sek-
tor, zu dem P gehort, und berechnet den darin iiberstrichenen Flicheninhalt. Damit ist
die Funktion in der Tat nur noch von dem Punkt abhéngig, an dem die Messung beginnt.
Eine Verdnderung dieses Punktes bedeutet eine einfache waagerechte Verschiebung des
Graphen, und wir haben eine dhnliche Situation wie bei der Polarkoordinatenmetrik.

Dieser Ansatz schldgt jedoch in der Praxis vollig fehl. In Abbildung 2.20 ist noch
einmal das Dreieck aus Bild 2.19 dargestellt, allerdings mit einigen Mefsungenauigkeiten.
Diese sind noch dazu ziemlich ,harmlos‘: die gemessenen Entfernungen weichen nur we-
nig von denen im Bild davor ab; allerdings hat ein Extraktionsprogramm diese geringen
Abweichungen bereits zum Anlafs genommen, einige zusétzliche Eckpunkte einzufiigen.
Dadurch ist die Sektoreneinteilung des Dreiecks feiner geworden, und der abgebildete
Funktionsgraph hat doppelt so viele Nullstellen.

Durch solche Verinderungen kann die Integraldifferenz der Funktionen aus den Bil-
dern 2.19(b) und 2.20(b) beliebig grof werden. Es miissen nur ausreichend viele falsche
Eckpunkte zum Dreieck hinzukommen, die sogar kollinear mit den echten Ecken sein diir-
fen. Zusétzlich sind diese Abbildungen nun nicht mehr stetig. — All dies gilt fiir die linear
approximierte FIF in analoger Weise.
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Abbildung 2.20: Ein verrauschtes Dreieck (a) und seine sektorenbezogene Flacheninhalts-
funktion (b)

In Kapitel 2.2.4.3 wurde die Definition der Fldcheninhaltsdistanz drastisch vereinfacht.
Der Flicheninhalt wurde fiir jedes Polygon auf 1 normiert, als Verschiebungsvektor nur
noch (27 1)7 zugelassen. Die abgeleitete skalierte FIFg-Distanz entsprach damit nur ni-
herungsweise der Intuition. Die (27 1)T-Verschiebung weicht von der lageabhiingigen Ver-
schiebung durch den Ursprung dann stdrker ab, wenn die Flicheninhalte der einzelnen
Sektoren sehr unterschiedlich sind. Der Verlauf des Graphen (ob linear approximiert oder
nicht) ist in diesem Fall nur eine schlechte Néherung der Strecke (0,0)(27,1).

Aufgrund der durchgefiihrten Vereinfachungen konnte fiir die neue Distanz die Drei-
ecksungleichung gezeigt werden, so dafs alle Metrikeigenschaften erfiillt sind. Auferdem
liefs sich mit dem Verfahren zur Minimierung der Lo-Norm (bzw. [zumindest theoretisch]
jeder beliebigen L,-Norm) zwischen (stiickweise) linearen Funktionen der exakte Wert der
FIF};,-Metrik bestimmen.

Nachteile haben sich in der Anwendbarkeit fiir die Roboterlokalisation gezeigt. Zwar
ist die Metrik translations- und rotationsunabhiingig? sie ist aber auch unabhéin-
gig gegeniiber Skalierungen der Eingabepolygone. Die Skalierungsabhingigkeit der
Metrik wurde gewissermafen der Dreiecksungleichung geopfert, deren Nachweis ohne die
Normierung der Polygonflicheninhalte auf f(27) = 1 nicht moglich gewesen wére.

Diesem Umstand kann eventuell wie folgt abgeholfen werden.

Lemma 2.14 Sei s eine Metrik auf einer Menge O geometrischer Objekte, die durch
eine Jordankurve darstellbar sind. Dann ist fiir jedes Objekt o € O ein Fldcheninhalt
area: O — Ry definiert. Sei weiter w eine positive reelle Zahl. Die Abbildung

st Ox O — Ry, ¢'(z,y):=s(z,y)+w-|area(r) — area(y)| (2.7)

ist ebenfalls eine Metrik, und sie ist skalierungsabhdngig.

Beweis: Die Metrikeigenschaften rechnet man unmittelbar nach. Fiir die Dreiecksunglei-

3Falls ein Kompaf zur Verfiigung steht, kann die FIF-Metrik auch in einer rotationssensitiven Variante
implementiert werden; siehe dazu Abschnitt 2.1.5 auf Seite 39 bei der PKF.
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chung gilt zum Beispiel

s'(z,y) +8'(y.2) = s(z,y)+s(y,2) +w- (larea(r) — area(y)| + |area(y) — area(z)|)
> s(x,2) +w - |area(z) — area(z)]
= §'(z,2).

O
Die Skalierungsabhéngigkeit, die durch den rechten Summanden in Gleichung 2.7 erreicht
wird, ist durch den Parameter w beeinflufst. Er gibt an, ob die alte Metrik s oder die

Flachendifferenz eine stiarkere Wirkung auf s’ hat.
Eine alternative Definition von s" wére

| area(z) — area(y)|

Sz y) = (v y) +w area(z) + area(y)

Auch s” ist (als Summe zweier Metriken) eine Metrik? Sie ist toleranter gegeniiber Fli-
cheninhaltsdifferenzen bei grofen Objekten; bei kleinen fallen sie mehr ins Gewicht.

Die Schwierigkeit besteht natiirlich in der Wahl des Parameters w. Dazu liegen noch
keine Erkenntnisse vor. Ob die Idee von Lemma 2.14 iiberhaupt sinnvoll ist, muf ebenfalls
noch untersucht werden.

Die skalierte Fldcheninhaltsmetrik aus Definition 2.12 wurde in beiden Versionen (FIF
und FIF};,) implementiert und getestet. Einige Beispiele dazu sind im Anhang aufgefiihrt.
Zu einer theoretischen Betrachtung der Qualitit der Metrik und zur Toleranz gegeniiber
verrauschten Daten siehe den zusammenfassenden Abschnitt 2.3.3.

2.3 Zusammenfassung

2.3.1 Vergleich PKF- und FIF-Distanz

In den einzelnen Kapiteln iiber die genannten Ahnlichkeitsfunktionen wurde bereits aus-
fiihrlich eine Bewertung formuliert. Daher soll ein Vergleich nur noch einmal knapp die
wesentlichen Charaktere der Distanzen herausstellen (Tabelle 2.3). Man beachte, daf ein
,ja* in der Zeile ,Invariant unter Skalierung‘ ein unerwiinschtes Resultat ist. Das Kriteri-
um ,Minimierung ist intuitionsgemaf‘ soll angeben, ob die Variation des in der Distanz
verwendeten Minimierungsparameters der Verdnderung des korrespondierenden Polygon-
parameters entspricht, also der Polygonorientierung bei der PKF bzw. der Wahl des Start-
punktes P; bei der FIF. Es steht in engem Zusammenhang mit dem Kriterium ,exakte
Berechnung in der Praxis®.

Die vorgestellten Metriken bzw. Distanzen haben sich als recht robust gegeniiber ver-
rauschten Daten erwiesen, unabhéngig davon, ob das Rauschen gleichmifig oder un-
gleichméfRig verteilt ist. Ein allgemeiner Nachteil der linear approximierten Kurven mufs

4Die Dreiecksungleichung — die einzige nicht offensichtliche Metrikeigenschaft von s — beweist man
durch eine Fallunterscheidung beziiglich der Lagebeziehung von z, y und z und Ausnutzen von Termsym-
metrien.



62 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFORMIGER POLYGONE

‘ Kriterium H PKF-Distanz ‘ FIF-Distanz ‘ FIFg-Distanz ‘
Metrikeigenschaften ja nein ja
exakte Berechnung nein (PKF) , nein (FIF)
in der Praxis* ja (PKFyy,) et ja (FIFy,)
Verwendete
Funktionenmetrik Ly Ly Ly
Anzahl der Minimie-
rungsparameter in 1 2 1
der Metrikdefinition

. _ nein (PKF) nein (FIF)
Minimierung ist N . . N .
intuitionsgemif ndherungsweise ja niherungsweise

(PKFjin) (FIF}in)
Invariant unter
Translation ja ja ja
Rotation ja ja ja
Skalierung nein nein ja
Berechnungs- mn +n) - (mn +m)-
komplexitai mn - (m +n) ( (77)1 —lE n) ) mn - (m +n)

*Ein ,nein“ in dieser Zeile bedeutet auch, daf die Metrikeigenschaften in der Praxis nicht mehr gelten.

Tabelle 2.3: Vergleich verschiedener Ahnlichkeitsfunktionen in der Ubersicht

dennoch erwidhnt werden: Da sie immer aus Stiitzstellen der exakten Kurve entstehen,
die Polygonecken entsprechen, kénnen redundante (evtl. auch durch Mefungenauigkeiten
entstandene) Peripheriepunkte, die kollinear mit ihren Nachbarn liegen, das Ergebnis ne-
gativ beeinflussen: Vergleicht man ein Dreieck mit einem Viereck, das aus dem Dreieck
durch Einfiigen des Mittelpunkts einer Seite als Scheinecke entsteht, so verdndern sich
die PKF};, und die FIF};, leicht, da jetzt eine weitere Stiitzstelle hinzukommt. Will man
diese beiden Polygone als identisch betrachten (was freilich nur in quantitativer Hinsicht,
nicht qualitativ, gelten kann), so muft man auf die Verwendung der linear approximierten
Darstellungen verzichten.

Der wesentliche konzeptionelle Unterschied zwischen der PKF- und der FIFg-Distanz
ist, dafs die erstgenannte absolut ist, wihrend die zweite schon im Ansatz von mehreren
Parametern abhéngt.

2.3.2 Rekonstruktion der Polygone aus PKF- und FIF-Darstel-
lungen

An dieser Stelle soll die Eindeutigkeit der PKF- und der FIF-Représentationen fiir Po-
lygone untersucht werden: Gibt es zwei (bis auf gewisse Ahnlichkeitstransformationen)
verschiedene Polygone mit derselben PKF- bzw. FIF-Darstellung? Falls ja, so lassen sich
die Polygone aus dem Graphen der Funktion unter Umsténden nicht rekonstruieren, und
die Bezeichnung , Darstellung* ist im strengen Sinne gar nicht gerechtfertigt.
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2.3.2.1 Zur Polarkoordinatenfunktion

Bei der Polarkoordinatenfunktion ist die Antwort auf die Frage der Rekonstruierbarkeit
sehr einfach: Man gibt sich den Punkt p in der Ebene vor und und trégt in der Richtung ¢
gegeniiber der Horizontalen einen Peripheriepunkt im Abstand pkf(¢) von p ein. Es geniigt
sogar, die aus der Kurve ersichtlichen Ubergangsstellen der Funktion zu betrachten, da sie
genau die Ecken des Polygons ergeben. Daher ist die PKF-Darstellung ebenso eindeutig
wie die vereinfachte PKFy;,-Darstellung.

2.3.2.2 Zur Flicheninhaltsfunktion

Dieser Abschnitt behandelt die nichtapproximierte FIF.

Betrachten wir noch einmal die Gleichungen (2.1) fiir den Abstand () und (2.4) fiir
den tiberstrichenen Flécheninhalt A(y), die der analytischen Beschreibung der PKF und
der FIF in einem Sektor ApP;P,,; zugrundelagen: Mit s = |pP;| gilt

s - sin 3 1, . sin ¢
rfp)=—, Alp)==-s"-sinf- ———— .
() sin(¢ + ) () 2 b sin(¢ + 3)
Nach einigen Umformungen erhélt man
i 1
Alp)==-s%-sinf3 Sin 5 —r¥(p) .

Die Ableitung der Fliacheninhaltsfunktion ist also im wesentlichen gleich dem Quadrat der
Polarkoordinatenfunktion. Zum Verstédndnis dieser Formel beachte man, daf der iiberstri-
chene Fliacheninhalt bei einer Rotationshewegung eines Geradenstiickes nicht nur von der
Lange dieser Strecke, sondern auch direkt proportional vom Abstand (des Mittelpunktes)
dieser Strecke vom Drehzentrum abhingt. Diese Grofen haben in unserem Fall die Werte
r(¢) bzw. 1/2-r(p), daher fliekt der Ausdruck r(¢) zweimal in den Fldcheninhalt ein. Der
Ubergang von A'(p) zu A(yp) ist dann noch durch die Integration iiber die Drehbewegung,
d.h. iiber ¢, beschrieben.

Dieser interessante Zusammenhang beantwortet auch die Frage nach der Eindeutigkeit
der Fliacheninhaltsfunktion: Fiir eine gegebene Kurve A(y) sind A’(¢) und damit auch
r(¢) = /2 A'(p) eindeutig bestimmt — zwei Polygone haben genau dann die gleiche
Flicheninhaltsfunktion, wenn sie kongruent sind® Die Ly-Norm gemif Definition 2.10 ist
genau in diesem Fall Null.

2.3.2.3 Zur linear approximierten Flidcheninhaltsfunktion FIF;,

Die linear approximierte Flicheninhaltsfunktion verzichtet auf die Information zwischen
den Polygonecken. Bei der Definition der PKFy;, hatten wir als Legitimation eingefiihrt,
daft durch die Approximation keine Metrikeigenschaft verlorengeht, insbesondere nicht
die Eindeutigkeit. Dieser Sachverhalt soll nun auch fiir die FIF);, iiberpriift werden. Dazu
stellen wir uns vor, wie man bei einer Rekonstruktion eines Polygon P vorgehen wiirde:

Man legt wieder den Punkt p in der Ebene fest und muf nun zuerst den Punkt P, fi-
xieren, der der Stelle (0,0) im Graphen entspricht. Dies bedeutet nichts anderes als seinen

Fiir die skalierte FIF gilt entsprechend Gleichheit bis auf Ahnlichkeitstransformationen.



64 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFORMIGER POLYGONE

Abstand zu p zu ermitteln, denn der exakte geometrische Ort ist durch die Rotationsfrei-
heit uninteressant. Angenommen, wir hitten diesen Abstand gefunden.

Dann kénnen wir P; vorgeben und haben mit dem Strahl p — P; auch die Refe-
renzrichtung festgelegt (siehe Bild 2.21(a)). Aus dem Graph der Funktion kénnen wir

Py

N
&

Abbildung 2.21: Rekonstruktion eines Polygons aus der FIF};,: erster Sektor (a), letzter
Sektor (b)

den Winkel o und den Fldcheninhalt A von Dreieck ApP; P, ablesen (Breite des ersten
Teilintervalls; Funktionswert an der ersten [inneren| Stiitzstelle). Vermoge der Gleichung
1 2A

A=—.r-l-sina bzw. r= -
2 [-sina

ist der Abstand |pP;| eindeutig bestimmt, und P, 14kt sich elementar konstruieren. So
verfahrt man in der Folge mit P; und allen weiteren Punkten.

Beim letzten Sektor ergibt sich wiederum eindeutig ein Punkt P,,;, der auf dem
Strahl p — P, liegt, da die Summe der Gréfen aller Intervallabschnitte 27 betrigt. Im
allgemeinen wird nun P; # P, sein, da der Startpunkt P, am Anfang ,geraten” wurde
(Abbildung 2.21(b)).

Diese Konstruktionsvorschrift definiert eine Funktion zp : R? \ {p} — R?, die fiir
jede Wahl von P; mit P; # p eindeutig einen Punkt P,,; auf dem Strahl p — P, liefert.
Losungen des Rekonstruktionsproblems sind alle Fixpunkte von zp, d.h. Punkte P; mit
zp(P;) = P;. Die FIF;,-Darstellung ist eindeutig, wenn fiir jedes Polygon P die zugehorige
Funktion zp hochstens einen Fixpunkt besitzt (die Existenz ist gesichert, falls die gegebene
Kurve ein giiltiger FIF};,-Graph ist).

Dazu muf das Verhalten von zp genauer untersucht werden. Betrachten wir noch ein-
mal Abbildung 2.21(b). Um einen Fixpunkt zu erhalten, wiirde man intuitiv vielleicht
den Punkt P, auf den Punkt P,,; hinzubewegen, also nach aufen verschieben. Dann
wird aber der Flicheninhalt von Dreieck ApP; P, grofser, der jedoch fest vorgegeben ist.
Um dies auszugleichen, muf daher P, nach innen wandern, d.h. auf p zu. Dies verklei-
nert aber Dreieck ApP, P, so daf P; nach aufen bewegt wird, damit der Flidcheninhalt
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konstant bleibt. (Man beachte, dafs bei einer Variation von P; die Lagen aller folgenden
Eckpunkte P; sich auf eindeutig bestimmte Art ebenfalls verindern.) Auf diese Weise
werden offenbar alle Eckpunkte mit ungeradem Index (wie P;) nach aufen bewegt, alle
anderen nach innen. Im Beispiel gilt n = 7, also wandert P,,; = Pg nach innen, und
es gibt genau eine Wahl von Py, fiir die Py und P; zusammenfallen — das Polygon ist
rekonstruiert.

Dieser Erfolg beruht aber darauf, daf hier n ungerade ist. Allgemein gilt fiir das
Verhalten der Funktion zp:

e Ist die Eckenzahl n von P ungerade, so bewegt sich P, = zp(P;) bei einer Verin-
derung von P; entlang p— P; entgegen der Bewegungsrichtung von P;.

e [st n gerade, so bewegen sich P, und P, stets gleichgerichtet, d.h. entweder beide
nach aufsen oder beide nach innen auf p zu.

Fiir gerades n muf also die Konstruktion theoretisch nicht unbedingt zum Erfolg fiihren,
und tatséchlich findet man relativ leicht ein Gegenbeispiel.

Abbildung 2.22: Zwei Achtecke mit gleicher FIF);,-Darstellung

In Abbildung 2.22(a) ist ein sternartiges, achsensymmetrisches Achteck angegeben.
Bewegt man hier den Punkt P, nach auften, so wandern alle konkaven Ecken nach aufsen,
wihrend alle Spitzen sich auf p zubewegen. Irgendwann sind die Konkavecken kollinear
mit ihren Nachbarn, und es ist ein Rhombus entstanden. Wird dann P; weiter von p
entfernt, so ergibt sich schliefslich das regelméfige Achteck im Bild rechts daneben. Bei
dieser Umwandlung, die ein Beispiel fiir das in Kapitel 1.3.6 vorgestellte Morphing ist,
bleiben sdmtliche Zentriwinkel des Sterns (d.h. alle Sektorenwinkel mit p als Scheitel)
unverdndert, ebenso die Flicheninhalte der Sektoren. Das regelméfige Achteck hat daher
exakt die gleiche Flacheninhaltsfunktion FIFy;, wie der anféngliche Stern (gleiches gilt fiir
alle Zwischenpolygone dieses Morphings).

Allerdings treten diese Mehrdeutigkeiten nicht bei allen Polygonen mit gerader Ecken-
zahl auf. Selbst wenn sich P; und P,,; bei der Rekonstruktion in die gleiche Richtung
bewegen, kann diese Bewegung mit unterschiedlicher Geschwindigkeit erfolgen, so daf
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unter Umstdnden trotzdem genau eine Lage von P, existiert, fiir die P, mit P, zusam-
menfillt wie im ungeraden Fall. Die Klasse der Polygone, fiir die die Rekonstruktion aus
der FIF);, nicht moglich ist, wurde noch nicht genau identifiziert.

Die Metrikeigenschaft , A = B <= s(A, B) = 0 gilt jedenfalls fiir die FIF);, nicht.
Da sie jedoch hochstens fiir Polygone mit gerader Eckenzahl verletzt ist, miissen wir nach
einer Moglichkeit suchen, uns auf Polygone mit ungerader Eckenzahl zu beschréinken. In
der Praxis kann man das wie folgt erreichen:

Als Grund fiir die Mehrdeutigkeiten hatten wir erkannt, daf zuviel Information zwi-
schen den Eckpunkten der Polygone verschenkt wurde. Gibt man nur einen einzigen
Zwischenpunkt (d.h. einen zusétzlichen Winkel mit zugehorigem Fldcheninhalt) vor, so
ist die Lage der Polygonkante fixiert, auf der dieser Punkt liegt, und mit ihr dann wieder
das ganze Polygon.

Eine Losung des Problems besteht also darin, ein Polygon mit gerader Eckenzahl mit
zusiitzlichen, ungeradzahlig vielen Stiitzstellen zu versehen® Diese Losung ist aber in der
Praxis nicht angebracht. Da das Ausgangspolygon geradzahlig viele Kanten hat, kann man
die zusétzlichen Punkte nicht gleichméfig auf die Kanten verteilen. Dadurch beeinflussen
sie die FIF};, des Polygons ungleichméfig, und der Distanzwert hingt von der Auswahl
der Punkte ab. Zum zweiten wird sich kaum eine rotationsunabhingige Ergidnzung der
Punkte finden lassen.

Hier nutzt man viel besser die praktischen Gegebenheiten aus: Der Laserscanner voll-
fiihrt zur Gewinnung des Sichtbarkeitspolygons einen Rundumscan und liefert in regelmé-
fsigen Winkelabstédnden einen Entfernungswert zuriick. Das Winkelinkrement sollte nun
so eingestellt werden, daf die Anzahl der Mefspunkte nach einer Drehung ungerade ist.

2.3.3 Allgemeines

Auswahl einer Funktionenmetrik. In allen bisherigen Ahnlichkeitsabbildungen ha-
ben wir zur Messung des Abstands der Funktionsdarstellung die Integralmetrik fiir stetige
Funktionen verwendet. Dabei handelt es sich allgemein um die Klasse der Metriken

Iy = \/ [ 1) - gz (2.8)

fiir das gemeinsame Definitionsintervall [a, b] von f und g. Aus Griinden des Rechenauf-
wandes wird fiir p meistens 1 oder 2 gewihlt. Die L;-Norm ist oft einfacher zu berechnen,
auch wenn f und ¢ lineare (nichtkonstante) Funktionen sind. Die Norm Ly bietet den
Vorteil, da die Betragsstriche in Gleichung (2.8) entfallen und man sich daher bei der
Integralberechnung keine Gedanken iiber Schnittpunkte von f und g machen mufs. Dies
wurde bei beiden bisher behandelten Polygonmetriken ausgenutzt. Der eingesparte orga-
nisatorische Aufwand wird bei der Integration wieder eingefordert.

Es sind auch andere Funktionsmetriken denkbar. G. Rote ([Rote92|) erwihnt die be-

6Wiirde man zu einem Polygon mit ungerader Eckenzahl (und daher eindeutiger FIF};,-Darstellung)
einen Punkt hinzufiigen, so kdnnte es eventuell eine ganze Reihe von Polygonen geben, die jetzt ebenfalls
diese FIF};,-Darstellung haben, die nun also mehrdeutig geworden ist.
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schrankte Lipschitz-Metrik ||f — g||g; mit

fBLzmax{ [ f@aterts: ) <31, lg(w) - o)) < 12— v:c,y}

fir einen Parameter M, die Maximumsmetrik ||f — ¢||cc = maxzepy |f(2) — g(x)| und
die Diskrepanzmetrik

f—=allp = ax,

[ "(F(@) - g(a))da.

(All dies sind Metriken, da sie von Normen abgeleitet sind.) Davon ist die Maximums-
metrik sicher am leichtesten zu berechnen, wire also ein geeigneter Kandidat. Sie ist
allerdings fiir praktische Belange viel zu grob, wie folgendes Beispiel fiir die approximier-
te Flidcheninhaltsfunktion zeigt (Abbildung 2.23). Fiir die Seitenlingen gelten a < d/,

Abbildung 2.23: Maximumsmetrik fiir Funktionen

b =10, c¢c > . Dann ergeben sich fiir die Polygone A und B die FIF);,-Darstellungen
f und g. Obwohl die Dreiecke nicht wesentlich variieren, ist der Maximumsabstand der
Graphen (angenommen an der gestrichelten Linie) sehr grof.

Winkelmafs versus Bogenlidnge. Die PKF und die FIF benutzen zum Ermitteln des
Funktionswertes eines Peripheriepunktes P dasselbe Funktionsargument: den Winkel, den
der Strahl vom Kernpunkt p durch P mit einer bestimmten Referenzrichtung einschlieft.

Auch hier gibt es offenbar Alternativen. Die Bogenlinge eines Peripheriepunktes P
ist definiert als die Linge des Weges, die auf dem Polygonrand von einem festzulegenden
Startpunkt P; bis zu P (meist im Gegenuhrzeigersinn) zuriickzulegen ist. Auch diese Dar-
stellung erlaubt eine Bijektion der Menge aller Peripheriepunkte auf ein reelles Intervall,
in diesem Fall [0, up] fiir den Polygonumfang up. Eine andere Gemeinsamkeit beider Vari-
anten ist, dak sie eine Festlegung benétigen, wo der Wert Null (Winkel bzw. Bogenlinge)
angenommen werden soll — am Punkt P;.

Interessanter sind die Unterschiede. Zun#chst ergibt sich in den meisten Anwendungen
der Bogenlidnge zur funktionalen Polygonreprisentation die Notwendigkeit einer Normie-
rung von [0, up| auf z.B. [0, 1], da das Intervall sonst nicht als Basis bei einem Vergleich
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verschiedener Graphen per Integralmetrik verwendbar ist. Das Winkelmafs hat von vor-
neherein eine feste Definitionsmenge [0, 27].

Umgekehrt besteht ein Nachteil der Winkeldarstellung darin, dak sie in der vorgestell-
ten Form nur fiir sternférmige Polygone moglich ist. Andernfalls gibt es keinen Punkt,
von dem aus ein Laserstrahl stets genau einen Peripheriepunkt trifft. Das ist aber fiir die
Anwendung im Zusammenhang mit Sichtbarkeitspolygonen keine Einschrinkung.

Die weiteren Unterschiede sind nicht so offensichtlich. Sowohl bei der PKF als auch
bei der FIF ergaben sich relativ komplizierte Funktionsbeschreibungen mit gebrochenra-
tionalen Ausdriicken in Winkelfunktionen. Um das in den jeweiligen Metriken gebildete
Minimum exakt zu bestimmen, mufiten wir uns auf eine lineare Approximation dieser
Funktionen beschrianken.

Bei der Verwendung des Bogenmafses als Argument erhilt man wesentlich einfachere
Strukturen, beispielsweise wie folgt bei der Fldcheninhaltsfunktion:

Der iiberstrichene Flacheninhalt wird als Funktion einer reellen Zahl aus [0, 1] dar-
gestellt, die vermoge der normierten Bogenlinge eindeutig einen Peripheriepunkt P be-
zeichnet. Daraus ergibt sich eine einfache lineare Beziehung, wie Bild 2.24 zeigt.

Pin

Abbildung 2.24: Uberstrichene Fliche in Abhingigkeit von der Bogenlinge

Die Hohe h; des Dreiecks ApP;P;, ist unabhéingig von der Lage von P zwischen
P; und P;;;. Die Linge s der Grundseite ist genau durch die (lokale) Bogenlinge des
Punktes P gegeben. Betrachtet man s als Argument einer Funktion, so erhilt man

A:S'hi/Q,

also eine lineare Beziehung. Die (globale) Flicheninhaltsfunktion ist damit stiickweise
linear; die (Sektor-)Konstante h;/2 gibt den Anstieg des Graphen zwischen zwei Stiitz-
stellen an. Eine Approximation eriibrigt sich, man kann die minimale Ly-Norm zwischen
zwei solchen Kurven bereits in der ,,Originalversion* bestimmen.

Leider ist diese Form der Flacheninhaltsfunktion nicht eindeutig: Man betrachte die
beiden Polygone in Abbildung 2.25. Der Abstand von p zu den Dreiecksseiten sei jeweils
gleich und stimme auch mit dem Abstand von p’ zu den Quadratseiten iiberein. Dann ist
die FTF im gesamten Intervall [0, 1] linear! und die beiden Graphen sind nicht (zumindest
mit keiner der L,- oder der auf Seite 66 vorgestellten Metriken) unterscheidbar.

"Die inneren Stiitzstellen sind im Bild als schwarze Punkte fiir das Dreieck und als Kreise fiir das
Quadrat dargestellt
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Abbildung 2.25: Zwei Polygone mit derselben FIF als Funktion der Bogenldnge

Die Identitédtseigenschaft einer Metrik ist also verletzt. Es hat sogar jedes regelmdifige
n-Eck mit Abstand d des Schwerpunktes (den wir hier einmal als den speziellen Kernpunkt
annehmen) von den Seiten dieselbe FIF-Darstellung wie in Bild 2.25. Allgemein gilt:

Beobachtung 2.15 Ein Polygon besitzt genau dann einen inneren Punkt p, der von allen
Seiten den gleichen Abstand hat, wenn sich die Winkelhalbierenden der Innenwinkel in
einem Punkt schneiden; dieser erfillt dann die Eigenschaft von p.

Dies trifft durchaus nicht nur fiir regelméfige Polygone zu, sondern z.B. ebenso fiir geeig-
nete Trapeze, Rhomben etc. Diese n-Ecke haben nicht einmal alle den gleichen Flichen-
inhalt, da der Wert f(1) = A (siehe Bild) aufgrund der Normierung der Bogenldnge die
Flache nicht exakt wiedergibt.

Beim Kreis fallen iibrigens die FIF als Funktion der Bogenlinge und die FIF als Funk-
tion vom Strahlwinkel zusammen, denn beide Argumente sind proportional zueinander
mit dem Radius des Kreises als konstantem Faktor. Die FIF-Darstellung des Kreises hat
ebenfalls die Gestalt wie in Abbildung 2.25 rechts.

Ein letzter Vorteil des Winkelarguments gegeniiber der Bogenlinge ist praktischer Na-
tur. Bild 2.26 zeigt ein einseitig verrauschtes Polygon und das Original dazu.

!
Py g

P, p Py

D D’
Py Py

Abbildung 2.26: Einseitiges Rauschen eines Polygons

Die Grofe der Teilintervalle, die den Sektoren ApP,P; und Ap'P)Pj; entsprechen,
hidngt stark davon ab, ob das Funktionsargument der Winkel oder die Bogenlénge ist:



70 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFORMIGER POLYGONE

Bezeichnet «(P) (bzw. o/(P)) den Winkel, den der Strahl von p (bzw. p') durch P
mit der Horizontalen einschliefst, so gilt a(Py) = o/(Py), a(Ps) = o' (P5). Das zugehorige
Teilintervall von [0, 27] ist also zwischen P, und P; dasselbe wie zwischen P und P;
(Winkel als Argument).

Der Bogenlingenanteil der Strecke PyP, am Umfang von D' ist jedoch weit grofer
als bei D; er kann im Stil einer fraktalen Linie beliebig grofs werden. Dadurch wird auch
der EinfluRk der verrauschten Linie auf den Wert der Metrik beliebig hoch® Zu dieser
Problematik siehe auch die Beschreibung der Arkin-Metrik in Kapitel 3.1 (Seite 71).

Dieser Fall einseitigen Rauschens ist in der Roboterlokalisation tatséchlich moglich.
Man stelle sich, wie im Bild angedeutet, vor, der Roboter stehe in einem dreieckigen
Zimmer nahe an einer der Ecken. Dann werden die gemessenen Entfernungswerte fiir die
gegeniiberliegende Wand stéirker verrauscht sein.

Ist der Roboter in der Mitte plaziert, dann sind die Seiten gleichmifig verrauscht.
Damit erhoht sich zwar der Umfang des Polygons, aber durch das Normieren der Bogen-
linge auf [0, 1] haben die drei Seiten dann den gleichen Anteil am Definitionsintervall wie
im unverrauschten Fall.

Insofern hat die Normierung der Bogenlinge auch eine positive Konsequenz: sie ver-
hindert die starke Beeinflussung des Metrikabstandes durch gleichmdfiges Rauschen. Fiir
uneinheitlich verteilte Mefsfehler ist sie eher von Nachteil und deshalb fiir die Roboterlo-
kalisation weniger geeignet.

8Zwar kommt es auch hier wieder zu einer Veréinderung des Kernpunktes, die im Bild nicht dargestellt
ist. Das Phinomen der unterschiedlich langen Definitionsintervalle zur Reprisentation des verrauschten
Abschnitts ist jedoch davon unabhéngig.



Kapitel 3

Ahnlichkeitsfunktionen fiir beliebige
Polygone

Dieses Kapitel beschreibt Ahnlichkeitsfunktionen anderer Autoren, die nicht vor dem
Hintergrund der Roboterlokalisation gearbeitet haben. Dadurch sind die definierten Di-
stanzmafe nicht aus der Arbeitsweise eines Laserscanners abgeleitet, sondern benutzen
ganz allgemeine intuitive Vorstellungen vom Polygonvergleich. Dennoch gilt auch hier, wie
in der Einleitung zu Kapitel 2 festgestellt, dafs die Polygone zunéchst in eine bestimm-
te Darstellung zu iiberfiihren sind, in der sie sich dann leichter vergleichen lassen. Wir
werden eine weitere funktionale sowie eine zeichenkettenorientierte Polygonrepréisentation
vorstellen.

Es wird sich zeigen, dafs zumindest teilweise die speziellen Vorgaben der Roboterlo-
kalisation ausgenutzt werden konnen, um die allgemeinen Distanzen fiir diese konkrete
Anwendung etwas zu verbessern.

Im folgenden gehen wir also von einfachen, aber sonst beliebigen, insbesondere nicht
unbedingt sternférmigen Polygonen aus. Da die meisten Sachverhalte aus den jeweils an-
gegebenen Quellen zitiert sind, werden zu Sitzen und Lemmata keine Beweise angefiihrt.

Die Problematik verrauschter Eingabedaten besteht in vielen Anwendungen und nicht
nur bei der Arbeit mit einem Laserscanner. Daher werden wir uns auch in diesem Ab-
schnitt mit Ungenauigkeiten der Eingabedaten befassen.

3.1 Arkin-Metrik

Losen wir uns nun von der Vorstellung, daf ein Innenpunkt existiert, von dem das ge-
samte Polygon aus eingesehen werden kann. Méchte man trotzdem eine mathematische
Groke haben, die eine Art Parametrisierung des Polygons ergibt (analog zum Winkel des
Laserstrahls mit der Horizontalen), so kann man auf die Bogenlénge zuriickgreifen, auf
die bereits kurz in Abschnitt 2.3.3 auf Seite 67 eingegangen wurde. Dazu legt man einen
Punkt P, auf der Peripherie des Polygons fest, dem die Bogenlédnge Null zugewiesen wird,
und ordnet jedem Punkt P die Wegstrecke zu, die gegen den Uhrzeigersinn zuriickzule-
gen ist, um P von Py aus zu erreichen. Um diese Parametrisierung spéter als Argument
einer Funktion verwenden zu kénnen, die mit anderen Funktionen verglichen werden soll,
normiert man die Bogenldnge auf ein konstantes Intervall, das wir hier als [0, 1] wéhlen.

71
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Umgekehrt definiert dadurch jede Zahl aus [0, 1] eindeutig einen Punkt auf der Poly-
gonperipherie. Fiir eine Zahl b > 1 kann man sich einen eventuell mehrfachen Umlauf um
das Polygon vorstellen, nach dem dennoch wieder eindeutig ein Zielpunkt bestimmt ist.
Die so definierte Bogenldngenfunktion f von Rs( in die Menge der Peripheriepunkte von
P ist periodisch; es gilt f(b+ 1) = f(b) fiir alle b und insbesondere f(n) = f(0) = Py fiir
allen € N.

3.1.1 Die Turning-Funktion

Nun ist eine Groe festzulegen, deren Anderung gegeniiber der Bogenlinge moglichst ein-
deutig Auskunft {iber die Gestalt des Polygons gibt. Arkin et al. schlagen in [ACH"91]
dazu den Anstieg der Polygonkanten gegeniiber einer Referenzrichtung, etwa der Horizon-
talen, vor. Genauer:

Definition 3.1 Seien P ein beliebiges (einfaches) Polygon, Py ein Punkt auf der Peri-
pherie sowie f: [0,1] — 0P die Bogenlingenparametrisierung von P beziglich Py als
Startpunkt.

Die Abbildung ©: [0,1] — R bildet eine reelle Zahl b € [0, 1] auf den Winkel zwischen
derjenigen orientierten Polygonkante und der b-Achse ab, auf der der Punkt f(b) liegt,
und heift Turning-Funktion von P (beziiglich P, ).

Ist f(b) ein Eckpunkt Pj des Polygons, so sei festgelegt, dak er auf der Kante PyPy.;
liegt.

Wird bei dem gedachten Umlauf um das Polygon eine Ecke iiberstrichen (und nur
dann #ndert sich der Wert der Turning-Funktion), so soll der Funktionswert um den
Aufenwinkel an dieser Ecke wachsen, wenn die Ecke konvex ist, ansonsten um diesen
Betrag fallen. Nach einem vollen Umlauf um das Polygon hat der Funktionswert daher
nicht wieder den Ausgangswert angenommen, sondern ist genau um 27 grofer: O(1) =
©(0) + 27.

Diese Zusatzfestlegung ist in Bild 3.1 zu erkennen: Der Funktionswert an der Stelle
P = f(by) betrégt nicht 0, sondern 27. Dadurch verdient die Funktion eher den Namen

A @(b)

2r —+

- by

— =

Sy

Abbildung 3.1: Turning-Funktion eines einfachen Polygons
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,Turning-Funktion“: Sie beschreibt das Verhalten der Polygonkrimmung an den Wende-
punkten der Polygonperipherie, den Ecken.

3.1.2 Eigenschaften der Turning-Funktion

Kurvenverlauf. Da sich der Anstieg der Polygonkanten gegeniiber einer Bezugsrich-
tung nur an den Ecken des Polygons dndert, ist die Turning-Funktion stiickweise kon-
stant. Die Unstetigkeitsstellen liegen genau an den Parameterwerten b vor, die den Ecken
entsprechen. Die Hohe einer Sprungstelle gibt den an der betreffenden Ecke vorliegen-
den AuRenwinkel an; ist eine Ecke kollinear mit ihren beiden Nachbarn (,redundanter
Eckpunkt‘), so findet kein Sprung statt.

Die Funktion kann beliebig kleine und beliebig grofse Werte annehmen: Ein spiral-
formiges Polygon bewirkt eine Verkleinerung des Funktionswertes, solange es sich im
Uhrzeigersinn windet, und entsprechend eine Vergroferung, wo es positiv orientiert ist.
Da der Funktionswert ©(0), also der Anstieg der ersten Polygonkante, stets im Inter-
vall [0, 2] liegt, gibt es kein Polygon, dessen Turning-Funktion ausschlieflich negative
Werte annimmt.

Die Léangen der Polygonseiten (relativ zum Umfang) sind aus den Breiten der Streifen
abzulesen, die durch die Sprungstellen definiert sind.

Monotonie. Oben erwidhnte Zusatzfestlegung hat folgende Konsequenz:

1. Ist P konvex, so ist © fiir jeden Startpunkt Py monoton.

2. TIst P nicht konvex, so ist © monoton, falls P genau eine konkave Fcke P hat und
Py = P gewihlt wurde; in allen anderen Fillen ist © nicht monoton.

Es gilt also:
P konvex <= © monoton fiir jeden beliebigen Startpunkt auf der Peripherie.

Allgemeiner ist eine Ecke P genau dann eine Konvexecke, wenn an der entsprechenden
Sprungstelle im Graph A© grofer als Null ist.

Polygontransformationen, Startpunktwahl. Die Turning-Funktion ist sowohl ge-
geniiber Translationen als auch Skalierungen des Eingabepolygons unabhéingig: Weder die
Anstiege der Kanten noch die Seitenlingen relativ zum Umfang (Normierung auf [0, 1])
dndern sich unter diesen Ahnlichkeitstransformationen.

Eine Rotation des Eingabepolygons um einen Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn be-
deutet, dak sich der Anstieg jeder Polygonseite um 6 &ndert. Dadurch wird der Funkti-
onsgraph parallel nach oben (6 > 0) oder nach unten (6 < 0), d.h. in Richtung von O,
verschoben.

Schliefslich besitzt die Funktion einen Startpunktparameter Py. Verschiebt man diesen
Punkt entlang der Peripherie, so werden alle Anstiege an bestimmten Peripheriepunkt-
stellen zeitlich verzogert oder im Voraus aufgezeichnet, wenn man sich die b-Achse als
Zeitachse vorstellt. Das entspricht, dhnlich wie bei der Polarkoordinatenfunktion, einer
Verschiebung des Graphen in Richtung dieser Achse, also horizontal. Genauer wird der
Graph nach rechts verschoben, wenn P, gegen den Uhrzeigersinn bewegt wird, ansonsten
nach links.
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3.1.3 Ableitung der Metrik

Das Prinzip zur Ableitung einer Metrik ist wiederum, die beiden Funktionsgraphen zwei-
er Polygone zu vergleichen. Um die Ahnlichkeitsbestimmung unter Rotationen und der
(willkiirlichen) Wahl des Startpunktes P, invariant zu machen, muf iiber diese beiden
Parameter minimiert werden.

Die Rotation um 6, die einer Verschiebung des Graphen in ©-Richtung entsprach,
kann dabei durch den Ausdruck ©(z) 4+ 6 modelliert werden. Eine Startpunktveréinde-
rung verschiebt den Graphen horizontal, was mittels O(z + b) parametrisierbar ist. Der
Parameter b gibt dabei die Weglinge (relativ zum Umfang) an, um die Py verschoben wur-
de: b > 0 bedeutet Verschiebung gegen den Uhrzeigersinn. Kombiniert man diese beiden
Parametrisierungen, so erhilt man folgende

Definition 3.2 Seien © 4 und Og die Turning-Funktionen zweier Polygone A und B. Die
Abbildung

d(A,B) = \/ min }/01(6,4(:0 +b) — Op(z) + 0)%dz

AeR,bE(0,1
heifit Arkin-Metrik auf der Menge aller einfachen Polygone.

Statt der hier verwendeten Ly-Norm wére auch jede andere L,-Norm denkbar gewesen.
Bei der Beschreibung der Berechnung dieser Metrik konzentrieren sich Arkin et al. jedoch
auf den Fall p = 2, auf den wir uns daher beschrianken wollen.

Der Beweis der Metrik-Eigenschaften, der von der Wahl von p unabhéngig ist, ist in
[ACH"91] nachzulesen.

Damit hat man zunéchst ein zweidimensionales Minimierungsproblem vor sich. Bei
der Fldacheninhaltsfunktion gelang es nicht, ohne deutliche Vereinfachungen an der Defini-
tion die Minimierung iiber die beiden Parameter effizient zu berechnen. Da die Turning-
Funktion jedoch stiickweise konstant ist und damit eine sehr einfache Gestalt hat, 1aft
sich die Menge aller Stellen aus R x [0, 1], die fiir die minimierenden Werte (f, b) in Frage
kommen, stark reduzieren:

Lemma 3.3 Se: fiir das Integral aus Definition 3.2 der Parameter b fest gewdhlt. Der
minimierende Wert fiir 0 ist dann gegeben durch

1 1
0" =c—2mb  mit c:/ @B(a:)d:r—/ O4(z)dx.
0 0

Ersetzt man also in Definition 3.2 den Parameter € durch 6*, so erhilt man ein eindi-
mensionales Minimierungsproblem in b.

Wiederum da © 4 und Op stiickweise konstant sind, kann man zeigen, daf der mi-
nimierende Wert b einer horizontalen Verschiebung des Graphen von © 4 entspricht, bei
der eine Unstetigkeitsstelle von © 4 und eine von Oy zusammenfallen. Davon gibt es nur
m - n viele (fiir Polygone mit m bzw. n Ecken), so dak ein O(mn - (m + n))-Algorithmus
zur Berechnung der Metrik unmittelbar folgt: Genau wie bei der (nichtapproximierten)
Polarkoordinaten- und der Fldcheninhaltsfunktion ist fiir jede der m - n Lagen der beiden
Graphen das Gesamtintegral durch Aufsummieren der Einzelwerte in den m + n Streifen
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zu bilden. Es sei aber nochmals der Unterschied erwidhnt, daft bei den beiden anderen
Metriken der globale Minimalwert nicht unbedingt fiir ein Zusammenfallen zweier Uber-
gangsstellen angenommen werden muft, sondern méoglicherweise fiir eine Zwischenlage.

Schlieflich 1aft sich der Algorithmus zur Berechnung der Metrik noch verbessern, so
daf man eine Laufzeitkomplexitdt von O(mn - logmn) erhélt, was erneut die stiickweise
Konstantheit der beiden beteiligten Funktionen inhérent ausnutzt.

3.1.4 Die Arkin-Metrik in der Roboterlokalisation

In Abschnitt 3.1.2 wurde festgestellt, dafs die Darstellung eines Polygons durch seine
Turning-Funktion skalierungsunabhéngig ist. Das ist in der Roboterlokalisation uner-
wiinscht. Da dieses Problem auch im Zusammenhang mit der Flacheninhaltsfunktion FIF
auftrat, sei auf Kapitel 2.2.5 auf Seite 60 verwiesen, wo eine prinzipielle Losungsmoglich-
keit angegeben ist.

Das Argument der Turning-Funktion ist die Bogenldngenposition des Peripheriepunk-
tes, in dem der Tangentialanstieg gegeniiber der Horizontalen gemessen wird. In Kapi-
tel 2.3.3 auf Seite 67 wurden einige kritische Anmerkungen zur Bogenlidnge als Argument
der FIF gemacht, die leider in dieser Form auch fiir die Turning-Funktion gelten. Un-
einheitliches Rauschen, wie es in Bild 2.26 (Seite 69) dargestellt ist, verdndert nicht nur
die Turning-Funktion sehr, ohne daf das Polygon gegeniiber dem Original sehr unahnlich
ist. Es 1aft dariiberhinaus den Einfluft gerade der einen verrauschten Seite beliebig stark
werden, da das Teilintervall von [0, 1], das diese Seite représentiert, im Verhéltnis zu den
anderen Seiten beliebig lang werden kann.

Arkin et al. bemerken zu diesem Problem (JACH"91, Seite 210]), daf in Anwendungen
der Computer Vision hauptsichlich einheitliches Rauschen zu erwarten ist. Das ist in der
Roboterlokalisation mittels Laser-Radar leider nicht der Fall, wie ebenfalls im Zusammen-
hang mit Abbildung 2.26 erldutert wurde.

In oben erwidhntem Kapitel wurde diese Problematik als ein spezieller Nachteil der
Bogenléngenreprésentation der Peripheriepunkte aufgefiihrt. Da wir in der Roboterlokali-
sation von der zusétzlichen Eigenschaft der Sternférmigkeit der Eingabepolygone ausgehen
konnen, bietet es sich an, statt der Bogenldnge wiederum den Strahlwinkel als Argument
zu benutzen (ansonsten aber die Definition der Turning-Funktion beizubehalten).

Definition 3.4 Sei P ein sternformiges Polygon, fir das wie im Fall der PKF und der
FIF ein spezieller Kernpunkt p festgelegt sei. Dann ist als Parametrisierung der Polygon-
peripherie sowohl die Bogenlinge als auch der Winkel eines Strahls startend in p geeignet.
Die Turning-Funktionen, die die jeweilige Parametrisierung als Argument benutzen, seien
mit TFgr, und TFwkr bezeichnet.

Fiir alle regelméRigen n-Ecke sind die TFgy, und die TFy;, identisch (abgesehen von
der unterschiedlichen Lénge des Definitionsintervalls: 1 bzw. 27). Dort sind nicht nur
alle Seiten gleich lang, sondern auch die Zentriwinkel aller Sektoren gleich grofs, denn
der spezielle Kernpunkt ist hier der Umkreismittelpunkt. Daher sind die Anteile aller
Polygonkanten am Graphen jeweils gleich (1/n bzw. 27 /n).

Fiir unregelmifige Polygone unterscheiden sich die beiden Varianten der Turning-
Funktion. Bild 3.2 zeigt die Graphen der TFgp, und der TFwky, fiir das einseitig verrauschte
Dreieck D' aus Abbildung 2.26. Die Graphen fiir das unverrauschte Dreieck D in jenem



76 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONE

Bild links sind zum Vergleich jeweils diinn daruntergezeichnet, allerdings etwas versetzt,
um sie von den anderen Graphen unterscheiden zu konnen. Der Startpunkt Py liege in D
bei P, und in D' bei Pj.

A@(b) A@(b)

Lo B
| .

1T
— L L I
| |
| |

b by "

Abbildung 3.2: Turning-Funktion des einseitig verrauschten Polygons aus Abbildung 2.26
(Seite 69) mit Bogenldngenargument (links) und mit Winkelargument (rechts) im Ver-
gleich zum unverrauschten Polygon (diinn)

Man erkennt deutlich, daf bei der Turning-Funktion mit Bogenldngenargument die
Verhéltnisse durch das Rauschen stark verzerrt werden, wodurch der L,-Abstand der
beiden Graphen sehr groft wird. Im Bild rechts daneben tritt dieser Effekt nicht auf.

Allerdings ist selbst bei gleichméfiigem Rauschen ein erheblicher Distanzwert zu er-
warten. Man betrachte dazu das Teilintervall [0, b;] auf der b-Achse im rechten Bild, wo
also zumindest die Verzerrungen durch das Rauschen ausgeschaltet sind. In diesem In-
tervall oszilliert der Graph der Turning-Funktion stark um das Geradenstiick, daf die
exakte Kurve wiedergibt (diinne Linie im Hintergrund). Die Ursache ist in der Art des
Entstehens des Rauschens zu suchen:

Ein Laserscanner bestimmt Entfernungswerte, keine Anstiegswinkel gegeniiber Be-
zugslinien. Dadurch wird sich Rauschen auch in erster Linie durch falsche Entfernungen
bemerkbar machen. Die dadurch ebenfalls auftretenden Schwankungen von Kantenorien-
tierungen sind nur mittelbar auf das Rauschen zuriickzufithren und daher in ihrer Quan-
titdt nicht abschitzbar: Selbst bei geringen Fehlern in der Entfernungsmessung kann sich
der Winkel zwischen inzidenten Polygonkanten beliebig stark dndern. Dieser Umstand
tritt um so starker hervor, je kiirzer die betroffenen Seiten sind. Da aber bei verrauschten
Polygonen meist kiirzere Segmente zu erwarten sind als real vorhanden (durch die grofsere
Anzahl von Eckpunkten), diirfte der Einfluf von Winkelschwankungen erheblich sein.

Auf diese Fehlerquelle nimmt die Turning-Funktion wenig Riicksicht, da sie explizit auf
Winkelgrofen aufbauend definiert wurde. Fiir den Fall von ,Entfernungsrauschen wie bei
der Roboterlokalisation sind die PKF-Metrik und auch die FIF-Metrik weniger anfillig:
Die PKF mift direkt Entfernungen, die dann nur den direkten Fehlern des Scanners
unterliegen und nicht durch geometrische Sachverhalte unnétig vergrofert werden. Ahnlich
ist der Fliacheninhalt der Sektordreiecke in der Summe bzw. im Verhéltnis zum aktuellen
Winkel des Fahrstrahls wenig beeinflufsbar durch geringe Entfernungsschwankungen, wie
sie in Bild 2.26 vorlagen.
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3.1.5 Abschliesendes zur Arkin-Metrik

Zusammenfassend 1dft sich iiber die Arkin-Metrik sagen: Die Idee, Polygonkantenanstiege
in Abhéngigkeit eines Peripherieparameters aufzuzeichnen, ergibt eine analytisch sehr ein-
fache Funktionsdarstellung von Polygonen. Die abgeleitete Metrik ist daher sehr effizient
berechenbar und leicht implementierbar. Auferdem ist sie anwendbar fiir alle Polygone
(mit einigen Zusatzfestlegungen sogar fiir iiberschlagene). In diesen Punkten ist sie den
in Kapitel 2 vorgestellten Distanzen deutlich iiberlegen.

Ahnlich wie die Flicheninhalts- und die Polarkoordinatenmetrik liefert die Arkin-
Metrik minimierende Werte fiir § und b zuriick, die zur Ableitung eines Polygon-Matchings
genutzt werden konnen: Das optimale 6* gibt die Drehung des Polygons A gegen den
Uhrzeigersinn an, der Wert b* bestimmt eindeutig einen Peripheriepunkt von A, der durch
eine Translation auf den vorher fest gewihlten Startpunkt Py von B zu verschieben ist.
Uber die Giite dieses Matchings werden in [ACH'91] keine Angaben gemacht.

Speziell in der Roboterlokalisation ist jedoch Rauschen ein derart bedeutender Faktor,
dak etwas mehr Rechen- und Zeitaufwand in Kauf genommen werden wird, wenn dadurch
Ungenauigkeitseffekte begrenzt werden kénnen. Die Arkin-Metrik fithrt bei ungleichméfi-
gem Rauschen zu einer mehr oder weniger starken Verzerrung der Polygondarstellung in
waagerechter Richtung; die Zuordnung von Teilintervallen von [0, 1] und Polygonkanten
andert sich vollkommen. Diesen Effekt kann man bei sternférmigen Polygonen (und in
der vorgestellten Form nur bei diesen) noch leicht beseitigen, indem man zum Winkelar-
gument iibergeht. Da aber Entfernungsrauschen selbst bei kleinen Fehlern zu sehr hohen
Winkelschwankungen fiihren kann, wiirde diese Losung kein befriedigendes Resultat im
Hinblick auf die Meffehlerabhéingigkeit ergeben.

Aufserdem ist die Skalierungsunabhingigkeit der Metrik eine unerwiinschte Eigen-
schaft, die nicht — wie bei der FIF-Metrik — durch eine per Definition durchgefiihrte
Skalierung entstanden ist, sondern durch die Skalierungsunabhingigkeit der Mefgrofe,
ndmlich der Anstiegswinkel.

3.2 Maes-Distanz

Wihrend alle bisher vorgestellten Polygondistanzen auf einer funktionalen Darstellung der
Eingabepolygone beruhen, soll nun zum Abschluf eine ganz andere Methode vorgestellt
werden.

3.2.1 Polygondarstellung

Ein Polygon lidft sich als eine endliche Folge von Punkten oder Strecken beschreiben. Da-
her haben einige Autoren versucht, Polygondistanzen iiber den Vergleich von Folgen be-
stimmter (mathematischer) Objekte zu bestimmen (siehe zum Beispiel die Kedem-Distanz
in [HK90]). Eine spezielle Art solcher Folgen sind Zeichenketten.

Die Darstellung eines Polygons als String wirft zunéchst die Frage nach einem Alpha-
bet auf. Uber einem endlichen Zeichenvorrat konnen endliche Strings auch nur endlich
viele Objekte reprisentieren. Polygone unterscheiden sich aber selbst bei vorgegebener
Eckenzahl durch quantitative Merkmale wie Seitenldingen und Innenwinkel.



78 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONE

Als Losung dieses Problems kénnte man einfach ein unendliches Alphabet zulassen,
etwa R, und ein Polygon als Folge seiner Kantenlingen und Innenwinkel darstellen. Um
Streckenlingen und Winkel leichter voneinander unterscheiden zu kénnen, schligt Maes
jedoch vor, als Alphabet eine Menge zweier Symbole ¥ = {WW, L} zu benutzen, die einen
Winkel bzw. eine Strecke repriisentieren ([Maes94|). Groke und Linge werden durch ein
reelles Attribut angegeben, das jedem Vorkommen von W und L in einem String angefiigt
wird.

Eine andere Moglichkeit der Unterscheidung von Strecken und Winkeln ist die Ver-
einbarung, in der Polygonreprisentation Streckenlingen an allen ungeraden Positionen,
Winkelgrofen an allen geraden Positionen des Strings zu notieren. Dies ist moglich, da
sich Winkel und Strecken entlang der Polygonperipherie abwechseln.

Die Notwendigkeit der Unterscheidung ergibt sich aus dem Ziel, da die Ahnlichkeit
von Polygonen spiter iiber ihre Stringdarstellungen bestimmt werden soll. Dabei diirfen
natiirlich stets nur Strecken mit Strecken sowie Winkel untereinander verglichen werden.

Definition 3.5 Secien P ein einfaches Polygon und P, einer seiner n Eckpunkte. Seien
weiter (aq, ..., ay) die Folge seiner Innenwinkelgréfien und (ly,...,1,) die Folge seiner
Seitenlingen, jeweils beginnend am Punkt P;. Dann heifit die Zeichenkette

Ap = (ag, by, ... an,l,) mit o :=180° — &;
die Stringreprdasentation von P mit Startpunkt P;.

Um obiger Unterscheidung von Streckenlingen und Winkelgrofen gerecht zu werden,
gehen wir davon aus, daf jedem Symbol des Strings angesehen werden kann, ob es sich um
eine Linge oder einen Winkel handelt. Strenggenommen miifste jedes solche Symbol ein
geordnetes Paar aus einem ,/ Typspezifikator* und einer reellen Zahl sein. — Der Grund fiir
die Verwendung von 180° —@; statt der Innenwinkel &; wird in Abschnitt 3.2.3 klarwerden.

Abbildung 3.3 zeigt fiir das bekannte Beispielpolygon aus Bild 3.1 nun die Stringre-
priasentation.

9
4 4
Stringrepréasentation:
Ap = (90°,6,—45° 4,135°,0,
6 6 135°, 4, —45°, 6, 90°, 3)
3

Py

Abbildung 3.3: Stringreprésentation eines einfachen Polygons P
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3.2.2 Eigenschaften der Stringdarstellung

Jeder String, der nach Definition 3.5 ein Polygon reprisentiert, hat gerade Linge, und
die Symbole des Strings bezeichnen abwechselnd Seitenlingen und Winkelgréften. Fiir die
Winkel «; an der Ecke i gilt:

a; >0 = 1 ist konvex,
a; =0 = 1 ist redundant, d.h. kollinear mit ihren beiden Nachbarn,
a; <0 = 1 ist konkav.

Offensichtlich ist die Darstellung eines Polygons durch Strings geméf obiger Definition
unabhéngig von Translationen und Rotationen, denn es werden nur Seitenlingen sowie
relative Winkelgrofen im Innern des Polygons gemessen.

Die Stringdarstellung hat einiges mit der Représentation durch die Turning-Funktion
aus Kapitel 3.1.1 gemeinsam: Auch dort werden Winkel (in Form von Kantenanstiegen)
und Seitenldngen (durch die Langen der Teilintervalle von [0, 1]) zur Beschreibung benutzt.
Die Peripherie des Polygons ist in Definition 3.5 gewissermafen durch die Zahlenfolge
(1,2,...,2n — 1,2n) parametrisiert; der Parameter gibt die Position der i-ten Kantenlinge
bzw. des j-ten Winkels im String an.

Ein wichtiger Unterschied ist allerdings, dafs hier keine Normierung des Polygonum-
fangs auf 1 notwendig ist, denn wir haben es nicht mit einer funktionalen Darstellung zu
tun. Dadurch brauchen wir kein normiertes Definitionsintervall, um etwa eine Integraldi-
stanz ausrechnen zu kdnnen.

Die Folge ist, dak eine spiter abgeleitete Ahnlichkeitsfunktion iiber Stringvergleich
nicht automatisch skalierungsinvariant ist, wie es bei der Arkin-Metrik der Fall war. Es sei
erneut daran erinnert, daf wir fiir die Roboterlokalisation skalierungssensitive Distanzen
brauchen?

Die Darstellung hingt aber vom Startpunkt P, ab. Die Wahl einer neuen Startecke
bewirkt ein zyklisches Verschieben des Strings aus Definition 3.5.

3.2.3 Stringvergleich iiber Edit-Distanzen

Zur Ableitung einer Distanzfunktion fiir Polygone vergleicht man nun also ihre Stringdar-
stellungen. Die Edit-Distanz setzt dazu drei Operationen zur String-Manipulation voraus
und beschreibt die Ahnlichkeit von Strings durch die Gesamtkosten an Operationen, die
zur Uberfithrung des einen Strings in den anderen nétig sind.

Definition 3.6 Seien X ein beliebiges Alphabet und speziell X das leere Wort. Dann lassen
sich durch © — y, x — X\ und N\ — y fir z,y € ¥ Anderungs-, Lisch- und Einfigeope-
rationen beschreiben, denen jeweils eine nichtnegative Zahl ¢ als Kostenmaf§ zugeordnet
Set.

Fiir zwer Worter v,w € ¥* ist eine Edit-Sequenz von v nach w definiert als eine
Folge von Edit-Operationen obiger Art, die v in w dberfihrt. Die Kosten dieser Sequenz

!Gleichwohl wurde in [Maes94] die Polygondarstellung in der skalierten Version eingefiihrt, wie es in
vielen anderen Anwendungen angemessen sein mag.
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sind definiert als die Summe der Kosten aller Sequenzoperationen. Die Edit-Distanz
zweser Worter v, w € X* st

degit(v,w) = min{C € Ryq : C sind die Kosten einer Edit-Sequenz,

die v in w Gberfihrt.}.

Ob d,q;; eine Metrik ist, hingt von den Kostenfunktionen fiir die einzelnen Operationen
ab. Definiert man zum Beispiel

o)=L =1 wd ooy ={ gt 7Y

50 ist degi¢ (v, w) genau die minimale Anzahl von Edit-Operationen zur Uberfiihrung von
v in w, und deg;; ist eine Metrik. Diese diskrete Kostenfunktion ist aber fiir unsere Zwecke
nicht geeignet, da es zum Beispiel bei der Uberfiihrung einer Strecke eines Polygons in
eine andere durchaus auf die genauen Liangen der Strecken ankommen soll und nicht nur
darauf, ob sie gleichlang sind oder nicht. Dies kann man wie folgt erreichen:

Definition 3.7 Fir alle x,y € ¥ seien Kostenfunktionen der Editoperationen definiert
durch

_ x| falls x ein Winkel ist
o= ) =cA =)= { w-z falls x eine Seitenlinge ist
und
z —yl fiir Winkel  und y
clr > y):=1Q w-|r—y| fir Seitenlingen z undy ; ,
o8 sonst

wober w € Ry ein Gewichtsfaktor ist, mit dem man regeln kann, wie die Kosten fiir
Operationen auf Seiten und Winkeln relativ zueinander die Gesamtkosten beeinflussen.

Laut [Maes94| héngt die Wahl des Parameters w stark von der aktuellen Anwendung
ab, aber zum Beispiel auch davon, ob die Winkel in Definition 3.5 in Grad oder Radiant
gemessen werden.

Hier wird nun auch deutlich, warum in Definition 3.5 als Winkelgréfen die Werte
180° — a; statt der Innenwinkel &; gespeichert wurden: Die Kosten des Einfiigens oder
Léschens eines Winkels sind genau dann Null, wenn der Winkel 180° betrégt; sie sind
maximal, wenn der Winkel nahe bei 0° oder nahe bei 360° liegt. Unter ,Einfiigen eines
Winkels* ist dabei das Splitten einer bestehenden Polygonkante zu verstehen, und zwar
so, dak die beiden entstandenen Seiten nach der Operation einen Winkel wie angegeben
miteinander einschliefen. Ist dieser Winkel 180°, so bedeutet das Splitten nur das Einfiigen
eines redundanten Eckpunktes ohne Verdnderung der duferen Form des Polygons. Es ist
daher sinnvoll, genau in diesem Fall die Kosten als 0 zu definieren.

Fiir die Definition der Polygondistanz ist nun wieder iiber die Wahl aller Startpunkte
zu minimieren. Um ein exaktes Matching zu erhalten, miifite als Startpunkt jeder Punkt
der Polygonperipherie zugelassen werden, nicht nur Eckpunkte. Dazu konnte man an der
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betreffenden Peripheriepunktstelle einfach einen weiteren (redundanten) Eckpunkt einfii-
gen. Dann wire die Stringreprésentation auch fiir die ausgewéhlte Stelle als Startpunkt
definiert.

Dies verursacht aber zwei entscheidende Schwierigkeiten. Die erste ist als das Seg-
mentierungsphinomen bekannt und wird weiter unten beschrieben (Abschnitt 3.2.5). Das
andere Problem besteht darin, dak fiir das spétere Stringmatching nur dann ein effizien-
ter Algorithmus bekannt ist, wenn die Startpunktwahl auf die Polygonecken beschriankt
ist. Eine Startverdnderung entspricht dann, wie gesagt, einem zyklischen Shiften, was das
String-Matching gegeniiber dem fiir zwei feste Strings lediglich um einen logarithmischen
Faktor teurer macht. (Zu Einzelheiten des Algorithmus’ siehe ebenfalls weiter unten.)

Damit leidet die Maes-Distanz an einem dhnlichen Umstand wie die nichtapproximierte
PKF-Distanz: Eine kontinuierliche Minimierung iiber alle méglichen Startpunkte ist bisher
nicht effizient gelost, und man beschrinkt sich auf die Werte fiir spezielle Startpunkte.
Dadurch sind auch bei der Maes-Distanz keine Metrikeigenschaften zu erwarten.

Um aber zumindest Eckpunkte als Startpunkte zuzulassen, beschreibt man zunéchst
ein Polygon wie in Definition 3.5 angegeben und représentiert es dann durch einen zykli-
schen String [Ap], der definiert ist als die Aquivalenzklasse aller zyklischen Vertauschun-
gen von Ap:

Beobachtung 3.8 Sei S, fir n > 0 die Menge aller Strings der Linge n tber einem
beliebigen Alphabet. Dann wird durch

S1 ~ So <= FEs existiert eine zyklische Vertauschung s; von s; mit 51 = sg

(< FEs existiert eine zyklische Vertauschung 3o von sy mit 59 = s

eine Aquivalenzrelation auf S, definiert, deren Aquivalenzklassen [s] als zyklische
Strings bezeichnet werden.

Die Darstellung [Ap] eines Polygons ist nun unabhéngig von Translation, Rotation und
Startpunktwahl, und wir konnen die Ahnlichkeitsfunktion fiir Polygone aufbauend auf
String-Vergleich definieren:

Definition 3.9 Seien P und Q zwei Polygone und [Ap] und [Ag] ihre zyklischen String-
darstellungen. Bezeichne weiter fiir einen String A der Linge n und eine natirliche Zahl k
der Ausdruck o*(A) die k-te zyklische Rotation von A, also insbesondere o™(A) = A. Dann
definiert

m(P, Q) := deau([Ar], [Ao])
die Maes-Distanz der Polygone P und Q. Dabei ist
degit([A], [B]) := min{d.qs(c"(A), B) : k € N}
die Edit-Distanz zweier zyklischer Strings A und B.

Es ist leicht einzusehen, daf es geniigt, nur die zyklischen Rotationen eines der beiden
Strings A und B zu betrachten. Man kann fiir A sogar den kiirzeren der beiden Strings
nehmen und dadurch die Laufzeit des folgenden Algorithmus’ positiv beeinflussen.
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3.2.4 Berechnung der Maes-Distanz

Betrachten wir zunéchst das statische Stringmatching-Problem, bei dem es darum geht,
fiir zwei Strings (und nicht fiir ihre zyklische Aquivalenzklasse) die Edit-Distanz und eine
minimierende Edit-Sequenz zu bestimmen. In [WF74] wird dazu ein effizienter Algorith-
mus der Laufzeit O(m-n) fiir Zeichenketten der Lange m bzw. n vorgestellt. Dabei werden
die beiden Strings in eine Graphdarstellung gebracht, wie es Bild 3.4 beispielhaft zeigt.

(0,0) B . N
Der String A = ajasas habe die Lange 3, B =

b1babsby die Liange 4. Der dick eingezeichnete
Weg entspricht der Edit-Sequenz

(a1—>b1), (GQ—))\), (A—)bg),
(a3—>bg), ()\—>b4),

fiir die Kantenbeschriftung gilt

Wo3 = C()\ — bg), Was = C((ZQ — bg),
Woy = C((ZQ — )\)

(3,4)

Abbildung 3.4: Darstellung zweier Strings in einem Graphen. Die Kantengewichte sind
Funktionswerte der Kostenfunktionen

Jeder Knoten dieses Graphen entspricht einem Zwischenstand des Strings bei seiner
Umformung von A nach B. So steht am Knoten (0, 0) der String A, am Knoten (3, 4) der
String B. Jede Kante entspricht einer Edit-Operation, und zwar:

e Eine senkrechte‘ Kante (i—1, j) — (i, j) steht fiir die Operation a; — A, unabhéngig
von j. Es wird also ein Symbol aus A gel6scht.

e Eine ,waagerechte’ Kante (7,7 — 1) — (i,7) steht fiir die Operation A — b;, unab-
hingig von 7. Es wird also ein Symbol aus B hinzugefiigt.

e Eine ,diagonale’ Kante (i — 1,5 — 1) — (4,7) steht fiir die Operation a; — b;. Es
wird also ein Symbol aus A durch ein Symbol aus B ersetzt.

Andere Pfeile aufser die zwischen Knoten mit benachbarten Indexpositionen gibt es nicht,
und alle vorhandenen Pfeile sind nach rechts, nach unten oder diagonal nach rechts unten
gerichtet.

Desweiteren ist jede Kante mit den Kosten der Edit-Operation beschriftet, der sie
entspricht. Diese Beschriftung ist fiir einen Teil des Graphen im Bild angegeben.

Nun gilt: Jeder Weg des Graphen, der in (0, 0) startet und in (3,4) endet, beschreibt
eine giiltige Edit-Sequenz, die A in B iiberfiihrt. Ein solcher Weg ist zusammen mit der
zugehorigen Sequenz im Bild angedeutet. Umgekehrt gibt es natiirlich Edit-Sequenzen, die
A in B {iberfiihren, aber nicht durch einen Weg in jenem Graphen darstellbar sind. Man
tiberlegt sich, daf eine kostenminimale Edit-Sequenz (vgl. Definition der Edit-Distanz) mit
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Sicherheit in obigem Graph reprisentiert ist, solange nur alle Kantengewichte nichtnegativ
sind?

Das Problem besteht nun also darin, in dem Graphen einen Weg von (0, 0) nach (3, 4)
mit in der Summe minimalen Kantengewichten zu finden. Dies kann in der Art eines
Greedy-Algorithmus’ wie folgt geschehen: Bezeichnet D(i, j) die minimalen Kosten eines
Weges von (0,0) nach (4, ), so gilt

D(0,0) =0, D(i,0) = D(i — 1,0) + wy, D(0,5) = D(0,j —1) + wp; fliri,7 >0
sowie
D(Z,]) = mln{D(z — ].,]) + Wi, D(Z,j — ].) + ’U)Oj, D(Z — ]_,j — ].) + ’U)i]‘} fur Z,j > 0

Man berechnet nun zuerst alle Werte D(i, j) in Zeit O(m - n), indem man den Graphen
von links oben nach rechts unten durchlauft. Anschliefend enthélt die Variable D(n,m)
bereits die Edit-Distanz der beiden Eingabestrings. In nochmals O(m + n) Zeit kann
eine zugehorige Edit-Sequenz konstruiert werden. Dazu ist der Graph diesmal von rechts
unten aufsteigend nach links oben zu durchlaufen. Fiir jede Position (i, j) bestimmt man
die Vorgéngerposition als eine der drei Positionen (i — 1,7 — 1), (i — 1,7) und (j,i — 1)
mit minimalem Wert D(-, -). Genauer gesagt, ist die Laufzeit dieser zweiten Phase output-
sensitiv O(k), wobei k die Lénge der minimierenden Edit-Sequenz ist. Es gilt £ € O(m+n).

Da wir aber geméf Definition 3.9 die Distanz zwischen zyklischen Strings finden miis-
sen, ist dieser Algorithmus noch etwas zu erweitern. Es wurde bereits argumentiert, daf
es geniigt, die zyklischen Shifts eines der beiden Strings zu betrachten, etwa des kiirzeren.
Sei dazu m := |A| < |B| =: n. Da es nur m Reprisentanten in der Aquivalenzklasse [A]
gibt, folgt sofort ein Durchprobier-Algorithmus der Laufzeit O(m?n) zur Bestimmung von
deait ([A], [B]). In [Maes90] wird aber noch ein besseres Verfahren vorgestellt:

Lemma 3.10 Fiir einen String A der Linge m und einen beliebigen String A gilt:

A ist zyklische Rotation von A <= A ist ein Teilstring von AA (Konkatenation)

der Ldnge m.

Daher konstruiert man den Graphen aus Abbildung 3.4 fiir die Strings AA und B und
sucht nun einen Pfad mit in der Summe minimalen Kantengewichten von einer Positi-
on (0,p) zu einer Position (m,p + n) fir ein p € {0,...,m — 1}. Dies ist in der Zeit
O(nm - logm) moglich; fiir Details zum Algorithmus sei auf [Maes90| verwiesen. Dieser
Algorithmus liefert die Edit-Distanz deqit([A], [B]), eine zugehorige Edit-Sequenz sowie
den Wert p zuriick, der angibt, um welchen Betrag A zu rotieren ist, um es mit geringsten
Kosten in B zu iiberfiihren.

Abschliefsend noch einige Bemerkungen zu diesem Verfahren. Wendet man es auf das
Uberfithren zweier Strings an, die Polygone wie in Definition 3.5 reprisentieren, so treten
im Laufe der Transformation Strings auf, die keine Polygone darstellen, und zwar genau
dann, wenn eine Losch- oder eine Einfiigeoperation ausgefiihrt wurde. Dadurch wird die
Lange des Strings voriibergehend ungerade. Da jedoch der Zielstring stets fiir ein giiltiges
Polygon steht, hat diese Erscheinung keine weiteren Konsequenzen.

’In diesem Fall kann man nimlich Teilwege der Edit-Sequenz, die aus dem Graphen herausfiihren,
streichen und erhdéht damit die Gesamtkosten nicht.
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In der optimalen Stringtransformation wird niemals ein Winkel gegen eine Seitenldnge
ersetzt oder umgekehrt, denn die Kosten fiir eine solche Operation sind unendlich (siehe
Definition 3.7)? Prinzipiell kann man natiirlich Sequenzen (mit unendlichen Kosten) an-
geben, die eine giiltige Uberfithrung im Sinne der Edit-Sequenzen darstellen und dabei
Winkel mit Seitenléngen vergleichen.

Eine zuriickgelieferte Edit-Distanz (ob kostenminimal oder nicht) kann als ein Mor-
phing- Verfahren verstanden werden (vergleiche dazu Abschnitt 1.3.6). Die einzelnen Edit-
Operationen geben an, welche Stiicke des einen Polygons durch welche des anderen zu
ersetzen sind. So entsteht im Laufe der Ersetzungen nicht nur auf der Ebene der Strings,
sondern auch anschaulich das Zielpolygon aus dem anderen.

3.2.5 Probleme beim Einsatz der Maes-Distanzfunktion

In [Maes94] sind keine konkreten Vergleichsheispiele angegeben, die das Verhalten der Di-
stanzfunktion bei intuitiver Ahnlichkeit, aber verrauschten Daten etc. beschreiben. Statt-
dessen ist ein typisches Phinomen aufgefiihrt, welches leider auch in der Roboterlokalisati-
on bzw. allgemein beim Aufzeichnen von polygonalen Hindernissen mit einem Laserradar
zu beobachten ist:

Ein Laserscanner nimmt seine Umgebung durch das Aussenden von Strahlen in re-
gelmékigen Winkelabstéinden auf. Er kann nicht schon a priori Riicksicht auf die Gestalt
der Umgebung nehmen und etwa potentielle Ecken von Hindernissen erkennen. Dadurch
wird es hdufig zu beobachten sein, dafs eine an sich glatte Hinderniskante durch zahlreiche
Mefpunkte im Scan vertreten ist, obwohl ihre beiden Endpunkte ausreichen wiirden. Die
Kante ist also in unerwiinschter Weise segmentiert.

Ahnliches kann auch mit Winkeln auftreten. Da der Scanner normalerweise mehrere
Mefspunkte in der Umgebung eines Winkel-Scheitelpunktes aufnimmt, werden dort bei
einer Polygonextraktion auch mehrere Ecken entstehen — der Winkel ist in etliche ,flachere*
Winkel aufgespalten.

Diese Phinomene werden in [Maes94| als Segmentierungsphinomene bezeichnet. Sie
sind in Bild 3.5 illustriert.

Wihrend die bisher vorgestellten Ahnlichkeitsfunktionen durch die Verwendung einer
Funktionenmetrik die Polygone gewissermafen punktweise vergleichen, geht die Maes-
Distanz stickweise vor, d.h. sie kann immer nur eine ganze Strecke mit einer anderen
Strecke in Beziehung setzen, so auch fiir Winkel. Das ist nun in den im Bild gezeigten
Fillen sehr ungiinstig. Der vorgestellte Algorithmus wiirde fiir das verrauschte und das
glatte Rechteck im oberen Bild die Seiten a, b und ¢ unveréndert i{ibernehmen und dann
die Seite [ in die Seite I (da sie langer ist als [;) iiberfiihren. Die Seite {; und der neue
Innenwinkel miifsten per Einfiigeoperation neu aufgenommen werden. Obwohl hier also
ly+1y ~ [ gilt, kommen beide Lingen [; und [—I5 als Kosten zum Ausdruck, zusétzlich noch
die Kosten fiir den neuen Winkel (die allerdings gering sind, denn er betrégt etwa 180°).

Ganz dhnlich verhélt es sich im unteren Bild, nur das Winkel und Seitenléngen ih-
re Rollen tauschen. Als Verschirfung des Phinomens wurde in diesem Beispiel der ur-
spriingliche Winkel « in drei statt zwei Teile aufgespalten. Je kleiner die Winkelintervalle

3Man beachte, daf es stets eine Uberfithrung der beiden Polygon-Strings ineinander mit endlichen
Kosten gibt.
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Abbildung 3.5: Segmentierungsphinomene: Aufspaltung einer Strecke (oben) und eines
Winkels (unten) durch Mefkfehler

sind, in denen die Laserstrahlen ausgesendet werden, desto schlimmer werden diese Seg-
mentierungsphinomene. Paradoxerweise wird ein Anwender bei einer Verkleinerung der
Intervalle und damit einer Erh6hung der Mefpunktanzahl davon ausgehen, daf seine Um-
gebungsextraktion mit dem Scanner und alle darauf aufbauenden Algorithmen genauer
werden. Durch den abschnittsweisen Polygonvergleich bei der Maes-Metrik ist genau das
Gegenteil der Fall.

Eine Losungsmoglichkeit fiir das Problem besteht offensichtlich darin, die starke Ein-
schrankung aufzulockern, dafs stets genau ein Stiick des einen Polygons mit einem ent-
sprechenden des anderen verglichen werden muf. Eine Auflockerung in die Richtung, dafs
auch Teile von Polygonstiicken betrachtet werden diirfen (also zum Beispiel nur ein Teil
der Strecke [ mit l,), ist eine Moglichkeit. Dies hat aber den methodischen Nachteil, daf
dann die fehlerhafte Segmentierung der oberen Strecke im verrauschten Polygon durch
eine weitere Segmentierung, diesmal im unverrauschten, exakten Polygon, kompensiert
werden soll.

Umgekehrt sollte man der Segmentierung entgegentreten, indem es gestattet wird,
aufeinanderfolgende Teile eines Polygons (die ja auch in der Stringrepréisentation aufein-
anderfolgen) zusammenfassend mit einem Teil des anderen zu vergleichen, also im Bild
etwa die Strecken /; und [l und ihren eingeschlossenen Winkel mit der Strecke [ im Poly-
gon daneben. Da man auch hier beachten mufs, daf nur in Bezug auf den ,,Datentyp” sich
entsprechende Teile betrachtet werden, konnte man allgemeiner gestatten,

e cine Teilfolge ,Winkel — Seite — Winkel“ in einem Polygon mit einem Winkel des
anderen oder

e cine Teilfolge ,,Seite — Winkel — Seite“ in einem Polygon mit einer Seite des anderen

zu vergleichen.

Damit ist die Liste der Edit-Operationen erweitert worden, und man muf sich Kosten-
funktionen fiir die neuen Operationen ausdenken. Zum anderen ist zu bedenken, dafs nun
in jedem Edit-Schritt neben dem Vergleich der beiden aktuellen Polygonstiicke auch ein
Vergleich von Kombinationen der obigen Art in Erwégung zu ziehen ist. Da es verschie-
dene Kombinationen von Seite — Winkel — Seite bzw. Winkel — Seite — Winkel gibt, die in
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Frage kommen, erhoht sich die Komplexitit des Suchalgorithmus’ aus Kapitel 3.2.4, laut
[Maes94] immerhin auf O(n?*m?) statt O(mn - logm).

Genauer haben sich T'sai und Yu mit dem Thema beschéftigt, das sie als ,,Stringmat-
ching mit Merging‘ bezeichnen (siehe [TY85]).

3.2.6 Zusammenfassung

Die Maes-Distanz ist ein String-orientiertes Verfahren zum Polygon-Vergleich. Der resul-
tierende Vergleichswert ist unabhéngig von Translationen und Rotationen der Eingabe-
polygone, aber sensitiv gegeniiber Skalierungen. Damit erfiillt es genau die Transformati-
onsbedingungen der Roboterlokalisation.

Die Rotationsunabhingigkeit wurde durch eine Veridnderung eines Startpunktpara-
meters erreicht. Der Startpunkt kann auf der Polygonperipherie allerdings nicht frei va-
riieren, sondern nur Eckpunktpositionen annehmen. Dadurch leidet diese Distanz — wie
die nichtapproximierten PKF- und FIF-Metriken — darunter, dafs ein davon abgeleitetes
Matching-Verfahren fiir zwei nicht kongruente Polygone im allgemeinen nicht die optimale
Rotation finden wird. Zum Matchen zweier Polygone mittels Maes-Distanz miifste man zu-
nichst Referenzpunkte (siehe Abschnitt 4.2.1) der Polygone bestimmen und anschliefsend
eines so drehen, daf die durch die zyklische Rotation bestimmten korrespondierenden
Startpunkte auf der Peripherie den gleichen Winkel (mit dem Referenzpunkt als Scheitel)
mit einer Bezugslinie, z.B. der Horizontalen, einschliefsen.

Andererseits definiert aber die Maes-Distanz ein Morphing-Verfahren, da sie nicht
nur ein Ahnlichkeitsmaf zuriickliefert, sondern in Form einer Edit-Sequenz auch einen
Vorschlag zum Uberfithren der beiden Polygone ineinander macht.

Die Berechnung des Vergleichswertes erfolgt iiber ein graphentheoretisches Verfahren
zum Suchen kostengiinstigster Pfade, das sehr effizient in Zeit O(mn - log min(m,n))
ausgefiithrt werden kann. Dabei seien m und n die Eckenzahlen der beiden Polygone.

Durch sogenannte Segmentierungsphinomene kann das hier vorgestellte Verfahren
zum Polygonvergleich erheblich beeintriachtigt werden. Diese lassen sich zwar durch ei-
ne algorithmische Erweiterung einschrinken. Dadurch steigt aber der Rechenaufwand bei
Benutzung der bisher bekannten Algorithmen erheblich auf O(max?(m,n) - min®(m,n)).
Uber das Verhalten der Maes-Distanz bei sonstigen Meffehlern sind in [Maes94| nur we-
nige Aussagen gemacht worden. Allerdings sind verrauschte Kanten, wie in Bild 2.26
auf Seite 69 oder in Abbildung 2.4 auf Seite 25, im Grunde Extremfille der Segmen-
tierungsphinomene: Dort ist eine Seite in viele kleine aufgeteilt, von denen genau eine
(sinnvollerweise die ldngste) mit der urspriinglichen Seite verglichen und alle anderen Sei-
ten erst eingefiigt werden miissen. Aus diesem Grund leidet auch die Maes-Distanz stark
unter dem fiir die Arbeit mit Laserscannern typischen Rauschen.



Kapitel 4

Offene Probleme; Ausblick

Im letzten Kapitel vorliegender Arbeit geht es darum, wie konkret eine praxistaugliche
Variante des Lokalisationsverfahrens von Guibas et al. aussehen kénnte und welche Rollen
die verschiedenen zur Sprache gekommenen Distanzfunktionen darin spielen. — Im zweiten
Teil werden einige Gesichtspunkte aufgefiihrt, die in vorliegender Arbeit nicht behandelt
wurden, sich aber dennoch als niitzlich erweisen konnten. Neben der Frage sogenannter
Referenzpunkte geht es dabei vor allem um spezielle Eigenheiten der Arbeit mit einem
Laser-Radar und ihre eventuelle Ausnutzung.

Eine Aufzdhlung der in den vergangenen Kapiteln offengebliebenen Probleme be-
schlieftt diese Diplomarbeit.

4.1 FEinsatz der Metriken in der Roboterlokalisation

In diesem Abschnitt soll noch einmal etwas nidher auf den Lokalisationsalgorithmus von
Guibas et al. eingegangen und diskutiert werden, wie die Distanzen aus den vergangenen
Kapiteln dabei eingesetzt werden konnen.

Erinnern wir uns daran, daf im Preprocessing des erwiahnten Algorithmus’ zu jeder
Sichtbarkeitszelle ein Skelett abgespeichert wird. Dieses enthélt die Informationen, die alle
Sichtbarkeitspolygone gemeinsam haben, die von Standorten innerhalb der Zelle induziert
werden. Die Abspeicherung eines Sichtbarkeitspolygons ist in dem Sinne nicht evident, daf
es stets an einen festen Standort gebunden ist. Ziel des Preprocessings war es aber gerade,
moglichst viele Standorte in geeigneten Aquivalenzklassen zusammenzufassen.

Bei der Anfrage liefert der Laserscanner zunéchst eine Menge von Zahlen (=Entfer-
nungswerten) zuriick, die sich leicht in Punktkoordinaten mit dem aktuellen Standort
als Ursprung umrechnen lassen (,relative Koordinaten®). Verbindet man Punkte, die bei
einem zirkularen Sweep um den Standort als Mittelpunkt benachbart sind, durch ein Ge-
radensegment, so erhélt man das (bzw. eine Approximation des) Sichtbarkeitspolygon(s).

Man hat also bei der nun folgenden Suche nach einem moglichen Standort Skelette
(aus dem Preprocessing) und ein Sichtbarkeitspolygon (aus der Anfrage) zur Verfiigung.
Es kénnen aber hochstens Skelette mit Skeletten oder Polygone mit Polygonen verglichen
werden! Daraus ergeben sich prinzipiell zwei Ansiitze:

!Selbst wenn man zwei Skelette vor sich hat, ist ein Vergleichsverfahren nicht unmittelbar klar; siehe
dazu Abschnitt 4.1.1.

87
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1. Erzeuge aus dem Anfrage-Sichtbarkeitspolygon ein Skelett und vergleiche dieses
dann mit den Zellskeletten aus dem Preprocessing. Oder:

2. Erzeuge aus jedem Zellskelett ein Sichtbarkeitspolygon und vergleiche dieses mit
dem Anfragepolygon.

Wir wollen den ersten Ansatz skelettbasiert und den zweiten polygonbasiert nennen.

4.1.1 Skelettbasierter Ansatz

Der skelettbasierte Ansatz entspricht genau dem Verfahren, wie es Guibas et al. fiir die
Theorie vorgeschlagen haben. Man geht dabei davon aus, dak man in einem (Sichtbar-
keits-)Polygon die Scheinkanten identifizieren kann, also die Kanten, welche kollinear mit
dem Betrachterstandort liegen. Ist das gelungen, so lifst sich problemlos jede Scheinecke
als diejenige Ecke einer Scheinkante bestimmen, die von p weiter entfernt liegt als die
andere Ecke der Scheinkante. Nun iiberbriickt man schlieflich Scheinecken durch neue,
kiinstliche Kanten und gelang auf diese Weise zum Sichtbarkeitsskelett. Der weitere Ab-
lauf des Algorithmus’ bereitet in der Praxis nur insofern Schwierigkeiten, als man den
Skelettvergleich nur ndherungsweise durchfiihren kann und daher Distanzfunktionen ein-
setzen muf. Da kiinstliche Kanten eine andere Bedeutung haben als echte Kanten (andere
Kantentypen gibt es im Sichtbarkeitsskelett nicht), mufs eine polygonale Distanzfunktion
daraufhin angepaft werden, dak sie diese Kanten auch unterschiedlich behandelt.

Diese Frage ist in vorliegender Arbeit nicht behandelt worden. Die PKF- und die FIF-
Metrik sind fiir diese Aufgabe moglicherweise ebenso ungeeignet wie die in Abschnitt 3.1
(Seite 71) vorgestellte Arkin-Distanz. Der Grund ist, dak sie funktionale Darstellungen
der Polygone per Integralmetrik vergleichen, die keine Riicksicht auf Segmentierungen
der Funktion (durch Kanten im urspriinglichen Polygon) nimmt. Hier ist eventuell die
in Kapitel 3.2 auf Seite 77 eingefiihrte Maes-Ahnlichkeitsfunktion mehr von Nutzen, da
sie Polygone abschnittsweise vergleicht. Fiir jeden Abschnitt, d.h. fiir jede Kante(nlénge)
und jeden Winkel, konnen Gewichtsfaktoren angegeben werden, die bestimmen, wie stark
der Vergleich solcher Abschnitte mit Teilen des anderen Polygons Einfluf nehmen soll
auf die Gesamtdistanz. Dort werden zum Beispiel die Kosten zum Vergleich einer Win-
kelgréfte mit einer Streckenldnge auf oo gesetzt. Da kiinstliche und echte Kanten ebenso
sunvergleichbare Stiicke eines Skeletts sind, miifite man eine Distanz zwischen solchen
Segmenten ebenfalls auf oo setzten. Eine genaue Betrachtung dieser Fragen ist ein offenes
Problem fiir die Zukunft.

Selbst wenn wir einmal davon ausgehen, daf wir Skelette mit Skeletten vergleichen
konnen, liegt eine grofse Schwierigkeit noch darin, wie die Scheinkanten zu identifizieren
sind. In der Theorie benutzt man dazu das exakte Kollinearitatskriterium, was sich so in
der Praxis nicht iiberpriifen ldfst. Eine fast kollineare Kante kann bereits eine echte Kante
sein. Wenn wir sie ndherungsweise als kollinear und damit als Scheinkante annehmen,
verdndert das die Topologie der Szene vollstindig, denn entlang einer Scheinkante verlduft
kein Hindernis.

An diesem Mangel leidet auch die Moglichkeit, einen deutlichen Sprung der gemessenen
Entfernungen zwischen zwei benachbarten Strahlwinkeln zu registrieren und daraus eine
Scheinkante abzuleiten. Dies ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Eine fast kollineare Kante
erzeugt genauso einen Entfernungssprung wie eine tatsichliche Scheinkante. Daran dndert
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P,

Abbildung 4.1: Ermittlung kollinearer Kanten in der Praxis

prinzipiell auch eine Verkleinerung des Winkelintervalls nichts. Das wiirde zwar im Bild
einen weiteren Entfernungswert zwischen P; und P; ergeben. Da aber der Roboter beliebig
nahe an der gedachten Linie durch P; und P; stehen kann, reicht irgendwann ein noch so
kleiner Winkel nicht mehr aus, um Scheinkanten zuverléssig zu identifizieren.

Es ist daher offen, ob das von Guibas et al. fiir die Theorie entwickelte skelettbasierte
Verfahren in der Praxis umsetzbar ist.

4.1.2 Polygonbasierter Ansatz

Die Probleme der Identifizierung von Scheinkanten umgeht man, wenn man direkt das
Sichtbarkeitspolygon, das aus dem Scan extrahiert wurde, verwendet. Im Algorithmus
muf man es dann mit Reprédsentanten von Sichtbarkeitspolygonen der Zellen des Pre-
processings vergleichen. Dabei geht eine wesentliche Idee des vorgestellten Algorithmus’
nur noch teilweise ein: Die Zellen haben die Eigenschaft, daf sich innerhalb davon das
Sichtbarkeitspolygon eines Beobachterstandorts nur wenig dndert. Dies gilt jedoch vor-
nehmlich in qualitativer Hinsicht: Es werden bei einer Verdnderung des Standorts in der
Zelle tatsichlich keine neuen Szenenecken sichtbar oder verschwinden aus dem Blickfeld.
Quantitativ kann sich jedoch einiges dndern, wie Abbildung 4.2 zeigt.

Dort ist eine Szene mit genau einer Reflexecke angegeben, so dafk es nur wenige und
daher recht grofe Sichtbarkeitszellen gibt. In einer davon sind zwei weit auseinander-
liegende Roboterstandorte p; und p, sowie deren Sichtbarkeitspolygone markiert. Diese
unterscheiden sich nur in der am weitesten links gelegenen Scheinecke (und vor allem in
keiner echten Ecke). Die betreffende Zelle ist durch die Szenenkanten k; und ko sowie nach
oben durch die eingezeichnete gestrichelte Linie begrenzt. Fiihrt man p; nah an diese Li-
nie heran, so wird die nach links herausragende Spitze des Sichtbarkeitspolygons immer
grofer.

Wie sehr diese Verdnderungen auf eine Polygondistanz wirken, hiangt natiirlich in
starkem Mafe von der Ahnlichkeitsfunktion selbst ab. Bei der PKF-Distanz zum Beispiel,
die ja direkt die Entfernung der linken Spitze des Sichtbarkeitspolygons zum Standort p;
einflieflen 1dft, kann der Unterschied recht grofs werden, denn auch der Winkelbereich, der
dem Spalt am oberen Rand der Szene zugewiesen wird, ist von p; aus grofer als von ps
aus. Ahnliches gilt fiir die von der Flicheninhaltsfunktion abgeleitete Metrik.
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Abbildung 4.2: Sichtbarkeitspolygonverinderung bei Bewegungen innerhalb einer grofen
Sichtbarkeitszelle

Da die beiden Schenkel der nach links weisenden Spitze sehr lang werden konnen,
haben sie auch einen grofen Bogenlingenanteil am Umfang des Sichtbarkeitspolygons.
Das bewirkt auch einen grofen Einflufs der gemessenen Distanz mit der Arkin-Metrik.

Alles in allem ist es sehr schwierig, einen geeigneten Reprisentanten einer Zelle zu
finden, dessen Sichtbarkeitspolygon sich sinnvollerweise mit dem Anfragepolygon verglei-
chen 1aft. Selbst Wahlen wie der Schwerpunkt der Zelle oder des Skeletts, das zu dieser
Zelle gehort, sind letztendlich willkiirlich. Denn das Ziel ist es ja hierbei nicht, einen von
Rauschen relativ unabhéngigen Reprisentanten zu finden, sondern einen, der dem realen
Standort moglichst nahe kommt. Diese wirkliche Position steht in keinem Zusammen-
hang mit dem Schwerpunkt oder einem anderen festen Bezugspunkt der Zelle. Der einzige
Vorteil, hier den Schwerpunkt o.4. als Vertreter zu verwenden, ist der, daf dann solche
Extremlagen wie in Bild 4.2 nicht vorkommen kénnen. Denn der Reprasentant wird dann
relativ in der Mitte der Zelle liegen, und die maximale Distanz zwischen Anfragepunkt
bei einer Einbettung und gewihltem Vertreter ist der halbe Diameter der Zelle. Eine Re-
duktion des Abstands dieser beiden Standorte lift auch eine Verkleinerung der Distanz
der Sichtbarkeitspolygone erwarten.

4.2 Weitere Gesichtspunkte im Umfeld der Roboterlo-
kalisation

Dieses Kapitel beschreibt im Uberblick Themen, die entweder im Zusammenhang mit
Distanzfunktionen oder im Umfeld der Roboterlokalisation von Bedeutung sind, aber im
Rahmen dieser Arbeit nicht mehr erfait wurden. Es stellt somit mogliche Ansatzpunkte
fiir eine weitere Beschiftigung mit dem Themenkomplex dar.

4.2.1 Referenzpunkte

Wie am Ende von Abschnitt 1.3.3 auf Seite 16 erlautert wurde, hat man bei der Definition
von Distanzfunktionen recht grofe Freiheiten, welche Zahl einem Paar von Eingabepoly-
gonen als konkrete Distanz zugeordnet werden soll. Auferlegte Bedingungen sind neben
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eventuellen Metrik-Eigenschaften auch die Unabhéngigkeit gegeniiber gewissen Polygon-
transformationen sowie ein gutes Modellieren intuitiver Ahnlichkeit.

Ein Matchingverfahren hingegen muf eine Vorschrift angeben, wie eines der Polygone
zu verschieben, zu drehen oder zu skalieren (d.h. zu ,matchen®) ist, damit die (statische)
Distanz des transformierten Polygons zu dem anderen, unverinderten moglichst gering
ist. Sind die erlaubten Transformationen sowie die verwendete Polygondistanz einmal
festgelegt, so ist das optimale Matching zweier Polygone ebenfalls im wesentlichen fixiert.

Ist das theoretische Optimum des Matchens gesucht, so erhédlt man oft nicht nur sehr
komplizierte Algorithmen, die aufwendig zu implementieren sind, sondern auch die Lauf-
zeit einer Implementation ist zumeist recht hoch. Daher erhebt sich die Frage nach appro-
ximativen Algorithmen. Dies macht jedoch im allgemeinen nur Sinn, wenn man die dabei
auftretenden Fehler kennt oder zumindest abschétzen kann.

Eine M&glichkeit dazu liefern Referenzpunkte:

Definition 4.1 Seien A und B zwei Elemente einer vorgegebenen Objektmenge. Die
Punkte r, und rp heiffen Referenzpunkte von A und B, wenn sie die folgende Fi-
genschaft besitzen:

Wird B derart transformiert, daf die Distanz zu A minimal ist (optimales Matching),
so ist der (FEuklidische) Abstand des (mit-)transformierten Punktes rp zu 14 beschrinkt
durch die Distanz 0 := minger d(A,t(B)) des Matchings multipliziert mit einem konstan-
ten Faktor q:

JgerooVa,BVier d(AH(B)) =0 = dy(ra,t(rp)) <d-q.
q heifit Qualitat des Referenzpunktes.

Man beachte, daf ein Referenzpunkt einer Menge im allgemeinen nicht darin enthalten
ist, wie wir auch gleich an einem Beispiel sehen werden.
Der Begriff Referenzpunkt hangt vor allem von zwei wichtigen Festlegungen ab:

1. von der vorgegebenen Ahnlichkeitsfunktion d und

2. von der vorgegebenen Menge erlaubter Transformationen 7.
Ein Beispiel eines Referenzpunktes fiir ein relativ einfaches Szenario zeigt folgender

Satz 4.2 (vgl. [AG96]) Seien T die Menge aller Translationen und 0y die Hausdorff-
distan?? auf kompakten Teilmengen des R%. Fiir das dadurch definierte Punktmengen-
Matching ist ein Referenzpunkt einer Menge A gegeben durch ry = (x2: ,yA.), wobei
A baw. yi die minimale in (einem Punkt in) A vorkommende z- bzw. y-Koordinate
ist. 74 hat die Qualitit /2.

Man erhilt r4 als die linke untere Ecke eines minimalen achsenparallelen Rechtecks, das
A vollstindig umfaft. — Alle weiteren Sdtze aus dem Kapitel beziehen sich auf diesen
Referenzpunkt.

Wie kann man nun Referenzpunkte verwenden? Wir hatten eingangs festgestellt, daf
es aus Effizienzgriinden niitzlich wire, statt exakten Matching-Algorithmen Approxima-
tionen anzuwenden, deren Fehler abschatzbar ist. Dies ist mit Referenzpunkten moglich,
indem man einfach die beiden Referenzpunkte der Objekte A und B matcht und nicht
die Objekte selbst. Der auftretende Fehler ist tatsichlich relativ gering:

2Eine genaue Definition dieser Distanz findet sich im Anhang.
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Satz 4.3 (vgl. [AG96]) FEs liege die Situation aus Satz 4.2 vor. Seien speziell A und B
zwei Punktmengen mit Referenzpunkten ry und rg der Qualitit q. B,y sei das optimale
Matching-Resultat von A und B, d.h. es gelte

511(A, Bopr) = min o (A,1(B)) =: .

Schlieflich sei B=B+ rETA, d.h. B erhilt man aus B durch Verschieben entlang FETA.
Dann gilt:

6H(Bopta B) S q- J.

Korollar 4.4 Fir die Qualitit des niherungsweisen Matchens von A und B vermdge B
gilt
6H(Aa Bopt) + 6H(Bopta B)

) + q-0 =(¢+1)-6.

5u(A, B)

VANV

Speziell fiir die Hausdorffdistanz und Translationen als zugelassene Transformationen so-
wie den speziellen Referenzpunkt aus Satz 4.2 ist also das approximative Matchen héch-
stens um den Faktor v/2 4+ 1 ~ 2.4 schlechter als das optimale. Vor allem ist es jedoch
mit geringem Zeitaufwand realisierbar, denn sowohl das Bestimmen der Referenzpunkte
als auch das Konstruieren von B aus B sind in linearer Zeit moglich.

Auch wenn eine Ahnlichkeitsfunktion nicht die Aufgabe hat, den Distanzwert zweier
Objekte nach einem optimalen Matching zuriickzuliefern, dient die Vorstellung des Mat-
chens doch oft als Ansatzpunkt fiir die Definition eines Distanzmafses. In der Anwendung
fiir die Roboterlokalisation war es das Ziel, rotationsunabhingige Ahnlichkeitsfunktionen
zu finden. Die Rotation haben wir bei den PKF- und FIF-Metriken durch die Minimierung
iiber den Winkelparameter ¢ beriicksichtigt.

M6chte man aus diesen Distanzen ein Matching-Verfahren ableiten, so bestimmen die
speziellen Kernpunkte p4 und pg den translatorischen Anteil der Uberfiithrung der Po-
lygone ineinander (zu den Einzelheiten siehe den Abschluf der Zusammenfassung auf
Seite 39). Wie oben begriindet wurde, ist es dann wiinschenswert, dal p4 und ps Re-
ferenzpunkte sind, und zwar beziiglich Translation und Rotation. Die in Kapitel 2.1.3.1
vorgeschlagene Wahl der Punkte erfiillt diese Bedingung nicht, wie folgendes Bild zeigt:

Matching

° % ° —

Abbildung 4.3: Der Schwerpunkt ist kein Referenzpunkt fiir Polygon-Matching

Verschiebt man hier die beiden speziellen Kernpunkte ineinander, so erhilt man of-
fenbar ein sehr schlechtes Matching.
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In der Tat kann man zeigen, daf weder der in Satz 4.2 vorgeschlagene Punkt noch der
Schwerpunkt die Referenzpunkt-Eigenschaft fiir beliebige Euklidische Transformationen
erfiillen. In [AG96] wird der sogenannte Steinerpunkt einer beschrinkten Menge A als Re-
ferenzpunkt erwihnt. Er ist sogar fiir beliebige Ahnlichkeitstransformationen in beliebigen
Dimensionen giiltig und hat im R* die Qualitit 4/ ~ 1.27.

H. Alt et al. zeigen in [AFRWO96] einen Referenzpunkt fiir konvexe Polygone (bzw.
allgemein konvexe Mengen) mit der symmetrischen Differenz als Distanzfunktion. In der
Roboterlokalisation ist aber die Konvexitét (des Sichtbarkeitspolygons) nach Lemma 1.7
(Seite 6) sogar nachweislich normalerweise nicht gegeben, dafiir die Sternférmigkeit (Lem-
ma 1.8). Zu der Frage nach Referenzpunkten fiir sternférmige Polygone ist offenbar noch
wenig bekannt. Ergebnisse in dieser Richtung konnten die Qualitdt der oben genannten
Metriken im Hinblick auf Erweiterung zu einem Matchingverfahren verbessern und even-
tuell Abschitzungen der Approximationsfehler ermoglichen.

4.2.2 Reichweitenbeschrankung, Winkelinkrement, Verdeckung

Bei der Definition sowohl der PKF- wie auch der FIF-Metrik haben wir insofern von dem
Spezialfall der Polygonaufzeichnung durch einen Laser-Radar Gebrauch gemacht, als wir
ausgenutzt haben, dafs diese Polygone sternférmig sind. Die Art, wie der Laserscanner
seine Daten aufnimmt, hat zu der Idee der Definition der Distanzen gefiihrt. Dabei gibt
es jedoch noch weitere Einzelheiten bzw. Besonderheiten, die bisher noch nicht in die
Arbeit eingeflossen sind. Sie sollen im folgenden in aller Kiirze angesprochen werden.

Reichweitenbeschrinkung. Ein Laserscanner besitzt eine begrenzte Reichweite, die
zum Beispiel in der Grofsenordnung von 50m liegen kann. Damit konnen alle Rdume
vermessen werden, deren Diameter? maximal 50m betriigt.

In groferen Ridumen ist es moglich (vor allem, wenn der Roboter, auf dem der Laser
montiert sein konnte, nah an einer Wand steht), dafs fiir viele Richtungen des Laser-
strahls keine Entfernung zuriickgeliefert wird. Damit kann das Sichtbarkeitspolygon eines
entsprechenden Standorts nicht vollstindig konstruiert werden.

Die Anwendung einer Metrik, die auf der Integraldistanz fiir stetige Funktionen beruht,
ist in diesem Falle schwierig, denn das Integral kann fiir den fehlenden Winkelabschnitt
nicht bestimmt werden. Bei der Maes-Metrik konnte man zumindest den Winkelabschnitt
einfach weglassen und erhielte einen verkiirzten String als Darstellung des unvollstén-
digen Polygons. Damit ist rein syntaktisch das String-Matching mit der Maes-Distanz
durchfiihrbar.

Diese Vorgehensweise ist jedoch unbefriedigend, denn man weift zumindest, dafs das
Polygon in den Richtungen, fiir die kein Entfernungswert zuriickgeliefert wurde, einen
Peripheriepunktabstand von mindestens r hat, wenn r die (technisch vorgegebene) Reich-
weite des Scanners ist. Also konnte man die Polygone in diesen Winkelabschnitten durch
linear approximierte Kreisbogen mit Radius r vervollstindigen. Dies hat aber den Nach-
teil, dak fiir zwei unvollstindige Polygone dann suggeriert wird, sie wiirden in diesen

3Der Diameter einer beschriinkten Fliche ist die Linge der lingsten Sehne, die man vollstiindig in
die Flache legen kann. Fiir einen Raum sei der Diameter hier der der Grundfliche, da wir zumeist von
prismenformigen Rdumen ausgehen.
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Winkelabschnitten {ibereinstimmen. In Wirklichkeit weif man jedoch nichts iiber diese
Bereiche.

Wie solche unbekannten Abschnitte in eine Metrikberechnung einbezogen werden sol-
len, bleibt noch zu untersuchen.

Verdeckungen (Occlusion). Objekte einer Szene kinne teilweise verdeckt sein, ent-
weder durch dynamische (bewegte, d.h. unvorhergesehene) Hindernisse oder durch andere
statische Objekte. Der Fall statischer Hindernisse stellt kein Problem dar, solange alle un-
beweglichen Objekte in der Karte, die der Roboter zur Verfiigung hat, eingetragen sind.
Denn die entstehenden Sichtbarkeitspolygone von Standorten sind dann in jedem Fall in
der Karte wiederzuerkennen.

Schwieriger ist es mit bewegten Hindernissen. Diese kénnen entweder gar nicht in der
Karte verzeichnet sein (z.B. Personen) oder an einem anderen Ort, als es im Moment der
Aufnahme des Laserscans der Fall ist. Daraus erwachsen zwei Probleme:

1. Es muf iiberhaupt erkannt werden, dafl es sich um ein dynamisches, d.h. nichtver-
zeichnetes Hindernis handelt.

2. Ist dies gelungen, so ist entweder der Winkelbereich, in dem das Hindernis liegt, in
geeigneter Weise auszufiillen oder wegzulassen, da in jedem Fall das, was sichtbar
ist (das dynamische Hindernis), nicht in der Karte wiedererkannt werden kann.

Fiir den zweiten Punkt gelten dhnliche Kriterien wie fiir die Problematik der Reichwei-
tenbeschrinkung. Zum ersten Punkt kann man als Entscheidungsheuristik folgende Uber-
legung zu Hilfe nehmen: In Bild 4.4 ist links ein Sichtbarkeitspolygon angegeben, das
moglicherweise auf eine lange Wand im Hintergrund hinweist.

LB~

®p *p

] [ ] [

Abbildung 4.4: Sichtbarkeitspolygone mit verschiedenartigen Ausbuchtungen

Diese Wand ist jedoch von zwei Ausbuchtungen unterbrochen, die in verschiedene
Richtungen zeigen. Bei A handelt es sich sicher nicht um ein Hindernis, sondern um einen
EinlaR in der Wand o.4.} der nicht beweglich ist. Daher wird der Teil A der Szene in der
Karte verzeichnet sein.

Die Ausbuchtung B hingegen ist keine nach innen gerichtete bauliche Verdnderung der
Wand, sondern hochstwahrscheinlich ein Hindernis. Natiirlich sagt dies nichts dariiber aus,
ob es sich um ein dynamisches Hindernis handelt, aber im Gegensatz zu A besteht hier
immerhin die Mo6glichkeit dazu.

4 A kénnte auch eine offenstehende Tiir sein. Dann wiire es ebenfalls als ein dynamisches Hindernis zu
werten und erschwert das Wiedererkennen der Szene in der Karte. Man kann Tiiren eventuell an einer
spezifischen Breite der Wandoffnung erkennen.
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Im Vergleichspolygon rechts gibt es diese Ausbuchtungen nicht. Daher ist die (wie
auch immer gemessene) Distanz der Polygone auf A und B zuriickzufiihren. Dabei konnte
man den durch A verursachten Distanzanteil starker gewichten, denn er geht mit einiger
Sicherheit nicht auf ein dynamisches Hindernis zuriick.

Der geometrische Unterschied zwischen A und B ist, dak die Punkte des Sichtbar-
keitspolygons, die zu A gehoren, weiter entfernt sind als die gedachte Linie von L nach
R. Beim Hindernis B liegt der umgekehrte Fall vor. Eine Heuristik konnte also lauten,
alle ,Unregelméfigkeiten mit groferer Entfernung als an der entsprechenden Stelle in der
Karte stéirker einflieflen zu lassen als solche mit geringerer Entfernung, da letztere unter
Umsténden nur auf ein nichtverzeichnetes, temporéres Hindernis zuriickgehen.

Diese Vorgehensweise muft noch untersucht werden. Zum Beispiel hiangt die Gewich-
tung auch davon ab, wie wahrscheinlich das Auftreten von dynamischen Hindernissen ist.
Ist die Wahrscheinlichkeit gering, so wachsen die Chancen dafiir, da es sich auch bei B
nur um ein statisches Hindernis handelt, das dann genauso zu behandeln ist wie A.

Zum Verhalten der Arkin-Metrik beim Auftreten von Verdeckungen siehe [ACH"91,
Seite 214].

Winkelinkrement. Beim Aufzeichnen seiner Umgebung sendet ein Laserscanner seine
Strahlen stets in festen Winkelinkrementen aus, abhingig von der gewiinschten Auflo-
sung in der Grofkenordnung von wenigen Grad oder Bruchteilen eines Grades. Aus den
Auftreffpunkten generiert man spéiter das Sichtbarkeitspolygon, z.B. einfach durch eine
Verbindung der angular benachbarten Punkte. Diese Nachbarpunkte haben also alle einen
festen und bekannten Winkelabstand voneinander.

Inwieweit diese geometrische Tatsache nutzbar ist, wurde noch nicht untersucht. Wir
haben bisher nur an einer Stelle von dieser Gegebenheit profitiert, als es um die Auflésung
der Mehrdeutigkeiten der FIFy, ging (siche Seite 66). Uberhaupt nicht beriicksichtigt
wurde sie bei der Definition der Metriken. Hier besteht wieder das Problem, daf mit
Ausnahme der Maes-Distanz alle Ahnlichkeitsfunktionen, die in dieser Arbeit behandelt
wurden, auf der Integral-Metrik fiir stetige Funktionen beruhen. Dabei handelt es sich
um ein kontinuierliches Maf, das Segmentierungen der Eingabe ignoriert. Ein Ausnutzen
der konstanten Winkelabstinde miifite also friiher ansetzen, etwa bei der Gewinnung der
Polygondarstellung.

4.3 FEinzelheiten

Folgende Einzelheiten waren in den vergangenen Kapiteln noch offengeblieben:

Zu PKF und FIF.

1. Die lineare Approximation der PKF bzw. der FIF hat zu der Moglichkeit gefiihrt,
die Integraldistanz in der Definition der jeweiligen Metrik exakt auszurechnen (siehe
Algorithmus 1 auf Seite 35). Ist dies auch ohne eine Approximation exakt moglich?
D.h., gibt es ein Verfahren, das fiir die PKF- bzw. die FIF-Kurven das Minimum
in der Metrik-Definition berechnet und dabei nicht nur die m - n vielen ,kritischen*
Stellen heranzieht, an denen zwei Ubergangsstellen der Graphen zusammenfallen?
Wie aufwendig ist ein solches Verfahren?
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2. In den Kapiteln iiber die linearen Approximationen von PKF und FIF wurden die

Fille aufgezeigt, in denen die Approximationsfehler am groften sind und daf sie
gegebenenfalls sogar beliebig grof werden konnen (fiir die PKF siehe etwa Absatz
wFehlerbetrachtung fiir die Approximation auf Seite 31). Kann man aufer fiir diese
Extremfille noch weitere Abschitzungen fiir den allgemeinen Approximationsfeh-
ler durchfithren? Lassen sich Vorhersagen treffen, unter welchen Umstédnden das
Minimum in der Metrik-Definition nicht an einem kritischen Punkt (siehe oben)
angenommen wird?

. Eine Vorbereitung zum Einsatz von PKF- und FIF-Metrik besteht zur Zeit noch dar-

in, den speziellen Kernpunkt aus Abschnitt 2.1.3.1 (Seite 23) zu bestimmen (eventu-
ell im Preprocessing fiir jedes Polygon). Es wurde diskutiert, daf der Schwerpunkt
des Polygons ein besserer und ein Referenzpunkt (Abschnitt 4.2.1) ein noch besserer
Punkt fiir diese Rolle wéren. Diese Punkte sind aber im allgemeinen keine Kern-
punkte mehr. Wie lassen sich daher die PKF und die FIF auf Darstellungen nicht
sternformiger Polygone erweitern?

Ist p kein Kernpunkt, so stimmt die Umlaufordnung der Ecken im Polygon nicht
mehr mit der angularen Sortierung der Fcken beziiglich p als Zentrum iiberein.
Sortiert man die Ecken daher neu um p (was den Aufwand O(n - logn) wie fiir die
Kernbestimmung zur Folge hat), so ignoriert man die Tatsache, daf eine Strecke P, P;
eines Sektors ApP;P; unter Umsténden keine Polygonkante ist (vergleiche dazu
folgende Abbildung).

P.

J = -

Abbildung 4.5: PKF und FIF fiir ein nicht sternférmiges Polygon

In jedem Fall befinden sich die Sektorendreiecke, deren Flicheninhalte bei der FIF
zu bestimmen sind, teilweise aufkerhalb des Polygons. Es ist méglicherweise sinnvoll,
die auferhalb liegenden Teile mit einem negativen Vorzeichen zu versehen.

Fiir die PKF ist es schwieriger, einen Losungsansatz zu finden. Um einem Winkel,
in dem ein Strahl ausgesendet wird, eine Entfernung zuzuordnen, muf dieser Strahl
einen eindeutigen Peripheriepunkt bezeichnen. Dies ist nicht mehr gegeben, wenn p
kein Kernpunkt ist. Zum Beispiel schneidet der Strahl p— P in obiger Abbildung die
Peripherie dreimal. Es ist offen, ob man hier den Schnittpunkt des Strahls mit der
Peripherie benutzen sollte, der minimale oder maximale oder mittlere Entfernung
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zu p hat, oder ob in einem solchen Fall gar kein Schnittpunkt mit der Peripherie als
Bezugspunkt fiir die Entfernungsmessung sinnvoll ist.

Es sei allerdings daran erinnert, daft die Motivation des Punktes 3 nicht in dem Man-
gel an einem Kernpunkt besteht. Dieser ist in der Lokalisation mittels Laser-Radar
stets in Form des Standorts gegeben. Es geht vielmehr darum, die Unzuldnglichkei-
ten eines Kernpunktes zu beseitigen, indem zu einem passenderen Punkt, bestenfalls
einem Referenzpunkt, {ibergegangen wird, der im allgemeinen die Kernpunkteigen-
schaft aber nicht mehr erfiillt.

Zur FIF.

4. In Abschnitt 2.3.2.3 wurde gezeigt, dafs es Polygone gibt, die sich aus der FIFy;,-
Darstellung nicht eindeutig rekonstruieren lassen und wie man in der Praxis dieses
Problem umgeht (aber nicht beseitigt). Es bleibt die Frage, fiir welche Polygone
genau dieses Phinomen auftritt. Die beiden Beispiele in Abbildung 2.22 auf Sei-
te 65 erscheinen im intuitiven (nicht im formal-geometrischen) Sinne regelmifig.
Insbesondere sind sie rotationssymmetrisch.

5. Da wir in der Definition der Flacheninhaltsmetrik aus mehreren Griinden gezwun-
gen waren, durch den Gesamtflicheninhalt zu dividieren und so die Darstellung von
Skalierungen unabhéngig war, wurde mit dem Lemma (2.7) (Seite 60) eine prin-
zipielle Moglichkeit zur Beseitigung dieses unerwiinschten Effekts angegeben. Es
blieben aber noch die Fragen offen, ob der Ansatz in der Praxis sinnvoll ist und wie
in diesem Fall der Gewichtsfaktor w zu wihlen ist. Das Hauptproblem wird sein,
daf durch die globale Vorgabe von w meist doch einer der beiden Summanden der
neuen Metrik s’ oder s” (siehe erwiihntes Lemma), d.h. die alte Metrik s oder der
Korrektursummand, groferen Einfluf hat. Waren die beiden Anteile als Faktoren
eingegangen, d.h. s’ als Produkt definiert worden, so hitte man eine gleichméfsi-
ge Beeinflussung des Gesamtausdrucks, allerdings wire dann s’ keine Metrik mehr
(Dreiecksungleichung).

Zum praktischen Einsatz des Lokalisationsalgorithmus’.

6. In Kapitel 1.2.3 auf Seite 9 wurde davon gesprochen, dafs im Preprocessing zum Lo-
kalisationsalgorithmus von Guibas et al. viele Sichtbarkeitszellen entstehen kénnen,
deren Skelette sich unter Umstiinden nur wenig unterscheiden? z.B. wenn die Szene
aus vielen Hindernissen mit verhiltnisméafig vielen Reflexecken besteht. Wenn solche
Zellen auch noch benachbart sind, dann kann es sinnvoll sein, sie zu einer grofseren zu
verschmelzen. Solche Vereinfachungsoperationen im Sinne von Abschnitt 1.3.5 stel-
len allerdings immer auch eine topologische Verdinderung an der Karte dar, die den
theoretischen Ansatz zur Losung des Lokalisationsproblems sofort zum Scheitern
bringen wiirde. Deshalb ist es in diesem Fall sogar notwendig, Distanzfunktionen

SMan beachte hier, daf eine geringe riumliche Ausdehnung einer Sichtbarkeitszelle kein Kriterium
dafiir ist, daR Skelette benachbarter Zellen sehr dhnlich sind: Das Uberschreiten einer Sichtlinie zwischen
zwei Zellen bewirkt zunéchst, dafs eine neue Ecke sichtbar wird. Diese kann weit entfernt von den bisher
sichtbaren Ecken liegen, so daf das neue Skelett sich quantitativ stark von dem vorherigen unterscheiden
kann.



98 KAPITEL 4. OFFENE PROBLEME; AUSBLICK

einzusetzen, die gegeniiber (geringfiigigen) Kartenvereinfachungen weniger sensibel
sind als der theoretische Algorithmus von Guibas et al. Das genaue Vorgehen hierbei
ist ebenfalls eine weitere offene Frage.

Viele der angesprochenen Punkte beschreiben Probleme in der Praxis, die durch Unzu-
langlichkeiten der eingesetzten Technik zustandegekommen sind, besonders aufgrund von
Mefungenauigkeiten. Diese werden sich auch in Zukunft nie vollstindig vermeiden lassen.
Es ist zwar (unter Erhéhung der Laufzeit eines Algorithmus’) moglich, Ungenauigkeiten
der Rechnerplattform in ihrem Einflufs zuriickzudringen, indem man zum Beispiel auf
exakte Arithmetik ausweicht. Das Entscheidende wird aber immer die Schnittstelle zwi-
schen Computer und Umwelt sein, die nicht ohne einen Verlust an Prézision zu passieren
ist.

Leider verhalten sich die Ungenauigkeiten nicht stetig in dem Sinne, dak leicht ver-
rauschte Eingabedaten stets auch nur ein leicht abweichendes Endergebnis (zum Beispiel
einer Lokalisationsanfrage) zur Folge hétten. Wir haben gesehen, dafs das Verfahren von
Guibas in der theoretischen Version fiir die Praxis nicht sofort anwendbar ist, da rein
algorithmisch viele der Schritte nur bei exakten Berechnungen méglich bzw. sinnvoll sind.
Dies gilt zum Beispiel fiir die Entscheidung dariiber, ob eine Kante eines Sichtbarkeits-
polygons eine Scheinkante ist, dadurch auch fiir die Extraktion des Sichtbarkeitsskeletts
aus einem Scan etc.

Rechenungenauigkeiten lassen sich also nicht allein dadurch in ihrem Einfluft reduzie-
ren, daf man iiberall dort, wo in einem Algorithmus Vergleiche anstehen, Distanzfunk-
tionen einsetzt. Vielmehr sind in den meisten Féllen auch algorithmische Verdnderungen
notwendig, wie wir es zum Beispiel in Abschnitt 4.1.2 iiber den polygonbasierten Ansatz
bei einer Lokalisationsanfrage gesehen haben.



Anhang A

Testbeispiele

Dieser Teil des Anhangs stellt einige Testbeispiele vor, die mit den in Kapitel 2 vorge-
stellten Ahnlichkeitsfunktionen gewonnen wurden. Sie dienen einer graphischen Veran-
schaulichung der hergeleiteten bzw. prognostizierten Verhaltensweise der Metriken bei
bestimmten Arten von Rauschen etc. Fiir eine genauere Analyse siehe in den jeweiligen
Kapiteln.

Die Beispiele (zur PKF- und zur FIF-Metrik) sind wie folgt aufgebaut: Zunéchst wer-
den einige Paare von Polygonen direkt miteinander verglichen. Sie zeichnen sich durch
spezielle Eigenschaften (vor allem gewisse Félle von Rauschen) aus, die jeweils diskutiert
werden.

Im zweiten Teil wird ein Musterpolygon vorgegeben und mit verschiedenen mehr oder
weniger dhnlichen Polygonen verglichen. Die Ergebnisse sind in der Reihenfolge ihrer
Ahnlichkeit zu dem Muster aufgefithrt. Daraus kann man ablesen, was fiir Polygone die
jeweilige Distanz als dhnlich ansieht.

In den Beispielen aus Abschnitt A.1 ist jeweils der spezielle Kernpunkt angegeben. Da
er als kernnéchster Punkt gewéhlt wird, ist er oft kollinear mit einer der Polygonkanten.

A.1 Beispiele fiir Spezialfille

Die Kopfzeile folgender Tabelle enthilt die Bezeichnungen der Funktionsdarstellungen, auf
denen die jeweilige Metrik beruht. Vor einer Betrachtung der Zahlenwerte empfiehlt sich
ein Blick auf die zugehorigen Abbildungen, da dort auf die Besonderheiten des aktuellen
Polygonpaares hingewiesen wird. Der Vergleich der PKF-Distanzwerte mit den absoluten
FIF-Werten macht wenig Sinn, da die Funktionen verschiedene Wertebereiche haben. Man
kann aber relative Vergleiche anstellen.

Fiir die Polygone aus Abbildung A.1 (,Rotation‘) wurden auch die Varianten der
PKF-Metrik ausprobiert, die nur Translationen als Polygontransformationen zulassen. Es
ergab sich ein Distanzwert von 19.5433 fiir die (nichtapproximierte) PKF-Distanz und
von 21.7838 fiir die PKF);,-Distanz.

99
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| Abbildung | PKF PKFjin FIF FIFn
A.1 (,Rotation") 0.0217819 | 0.021772 | 0.0186525 | 0.000314677
A.2 (,,Beispielszene*) 31.9157 | 33.5932 3.718 5.9617
A3 (,,skaliert”) 50.5964 | 53.5509 0 0
A4 (,kollinear*) 0 3.17972 | 0.0221669 2.99818
A5 (,Kerbe*) 0.491679 | 2.05269 | 3.90533 1.34039
A.6 (,leichtes Rauschen®) 3.63465 1.9760 3.62581 2.73868
A.7 (,uneinheitliches Rauschen) 4.92681 4.20746 4.7174 3.14649
A.8 (,einheitliches Rauschen®) 7.74074 4.50825 8.02348 3.94091

Tabelle A.1: Vergleichswerte fiir die Polygonpaare aus den folgenden Abbildungen

Abbildung A.1: (,Rotation*) Zwei Polygone, die sich nur durch eine Rotation unterschei-
den. Alle vier Distanzwerte sind nahezu 0
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Abbildung A.2: (,Beispielszené*) Ein Polygonpaar ohne spezielle Eigenschaften. Die FIF-
Distanzwerte sind allgemein kleiner, da sie den Flicheninhalt der Polygone auf 1 skalieren

Abbildung A.3: (,skaliert‘) Zwei Polygone, die sich nur durch eine Skalierung unterschei-
den. Da die FIF-Metriken in der vorgestellten Form skalierungsinvariant sind, liefern sie
fiir diese Polygone die Distanz 0 zuriick — ein unerwiinschter Effekt, der bei den PKF-
Metriken nicht auftritt
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Abbildung A.4: (,kollinear) Das rechte Dreieck wurde als ,Sechseck mit fiinf kollinearen
Punkten auf der Unterseite eingegeben (die Kreise stellen redundante Punkte dar). Die
PKF);, und die FIF);, haben mit diesen Polygonen Schwierigkeiten: Die zusétzlichen Eck-
punkte bedeuten zusétzliche Stiitzstellen bei der Approximation und daher einen anderen
Verlauf der linear approximierten Kurve als im linken Dreieck. Dadurch ist der Wert bei
diesen beiden Distanzen von Null verschieden. Die nichtapproximierten Ahnlichkeitsfunk-
tionen liefern wie gewiinscht 0

Abbildung A.5: (,Kerbée‘) Das rechte Polygon besitzt an der Unterseite eine Kerbe, die
durch einen (groben) Meffehler entstanden sein konnte. Dies verdndert zwar nicht den
speziellen Kernpunkt (der Schwerpunkt liegt in beiden Polygonen im Kern), aber doch
die Kurven der Polygondarstellungen. Dadurch ergibt sich in allen Féllen ein von Null
leicht abweichender Wert
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Abbildung A.6: (,leichtes Rauschen*) Das rechte Polygon ist leicht verrauscht, indem an
der diagonalen Seite ein zusédtzlicher Mefkpunkt eingefiigt wurde

AYS

Abbildung A.7: (,,uneinheitliches Rauschen) Das rechte Polygon hat eine stark verrausch-
te Seite, die Kernpunkte unterscheiden sich jedoch kaum
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Abbildung A.8: (,einheitliches Rauschen*) Ein einheitlich verrauschtes Dreieck, z.B. von
einem Laserscanner aufgenommen, und ein unverrauschtes Dreieck, z.B. aus dem Prepro-
cessing gewonnen

A.2 Vergleiche von Polygonen gegen ein Muster

Die Idee zu folgendem Vergleichsverfahren stammt aus [ACH"91].
Auch die Polygone, die hier verglichen werden, sind in etwa diesem
Artikel (Seite 214) entnommen.

Als Vergleichsmuster dient jeweils das nebenstehende Quadrat. Die
Tabelle enthilt das Ahnlichkeitsmaf der letzten sieben Polygone
im Vergleich dazu.

Die Werte der beiden FIF-Metriken sind erneut kleiner als die der PKF-Distanzen und
liegen dadurch auch enger zusammen. Das ist wiederum auf die Stauchung der Polygone
auf den Fliacheninhalt 1 zuriickzufiihren.

OO ALA

Abbildung A.9: PKF-Metrik

2.21256 | 4.42994 | 5.81967 | 10.0243 | 15.4387 [ 16.4494 [ 18.1911

Tabelle A.2: PKF-Metrik
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OIAAAN

Abbildung A.10: PKF};,-Metrik

2.16822 | 4.75083 | 8.32637 | 8.90252 | 13.3249 [ 15.8284 [ 18.7481

Tabelle A.3: PKF);,-Metrik

ONIOAAL

Abbildung A.11: FIF-Metrik

| 1.83816 | 3.84395 | 3.87478 | 3.93427 | 3.97508 | 4.93078 | 5.26266 |

Tabelle A.4: FIF-Metrik

OMMIALDAA

Abbildung A.12: FIFy,-Metrik

| 1.54779 | 250141 [ 3.29697 | 4.28675 [ 6.61712 | 8.30526 | 9.04502 |

Tabelle A.5: FIF};,-Metrik



106 ANHANG A. TESTBEISPIELE



Anhang B

Begriffe und Symbole

Dieser Teil des Anhangs enthilt eine Ubersicht iiber Bezeichnungen, die moglicherweise
in anderen Kontexten anders definiert oder generell sonst nicht verwendet werden. Allge-
mein bekannte Sachverhalte und Begriffe sind jedoch nicht aufgefiihrt, um die Darstellung
ibersichtlich zu halten. Ebenso sind keine Termini aufgefiihrt, denen im laufenden Text
eine eigene Definition gewidmet war.

B.1 Definitionen

Autonomie Figenschaft eines mobilen Systems, sich ohne menschliche Eingriffe selbst-
stiandig zu lokalisieren und zu bewegen. Vollstindige Autonomie eines Systems ver-
langt daher auch die Féahigkeit, auf unvorhergesehene Situationen und Bahnabwei-
chungen bei der Bewegung zu reagieren.

Hausdorffdistanz Distanz 6y zwischen kompakten Punktmengen A und B, die eine
Distanzfunktion || - || fiir Punktmengen voraussetzt und wie folgt definiert ist:

on(A,B) = max (05 (A, B), 0z (B, A)) mit

0 (A, B) = maxmin|la - bf|.

Dabei heift 65 die gerichtete Hausdorffdistanz der Punktmengen A und B.
dy ist eine Metrik, falls || - || eine Metrik ist.

Invarianz unter geometrischen Transformationen Eigenschaft von Distanz- und
Ahnlichkeitsabbildungen, unabhingig von diesen Transformationen zu sein, d.h. der
Distanzwert zweier Objekte dndert sich nicht, wenn sie mittels der Transformatio-
nen verdndert werden. Insbesondere haben Objekte die Distanz Null, wenn sie sich
nur durch solche Transformationen unterscheiden.

Kernpunkt Punkt p im Innern oder auf dem Rand eines Polygons P, von dem aus jeder
innere und jeder Randpunkt des Polygons sichtbar ist, d.h. die Verbindungslinie
von p zu einem solchen Punkt schneidet keine Polygonkante. Falls fiir P ein solcher
Punkt existiert, heifst P sternformig.

107
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kritischer Punkt, kritische Stelle Beim Verschieben der Graphen zweier zusammen-
gesetzter Funktionen: Lage der Graphen, bei der zwei — Ubergangsstellen zusam-
menfallen, d.h. die gleiche Abszisse haben.

korrespondierende Punkte Zwei Punkte von Polygonen P und Q, die bei einem Mat-
ching von P und Q aufeinander abgebildet werden.

kiinstliche Kante Kante eines Sichtbarkeitsskeletts, die fiir die Uberbriickung einer
— Scheinecke eingefiigt wurde. Eine kiinstliche Kante kommt nicht als Kante in
der Szene vor, auch nicht als Teil davon. Mindestens eine der beiden Ecken der
kiinstlichen Kante ist eine Reflexecke der Szene.

redundanter Eckpunkt Eckpunkt eines Polygons, der kollinear mit seinen beiden
Nachbarn ist und dadurch einen Innenwinkel von 180° erzeugt.

Scheinecke Ecke eines Sichtbarkeitspolygons eines Standorts p, die als erster Schnitt-
punkt der Verlingerung der Strecke von p zu einer sichtbaren — Verdeckungsecke v
der Szene iiber v hinaus mit einer Szenenkante entsteht. Scheinecken liegen also
shinter (d.h. sind insbesondere kollinear mit) den Verdeckungsecken, von p aus
betrachtet. Sie sind keine Szenenecken.

Scheinkante Kante eines Sichtbarkeitspolygons zwischen einer — Scheinecke und einer
benachbarten — Verdeckungsecke. Sie ist stets kollinear mit dem Betrachterstand-
ort p. Gibt es in einem Sichtbarkeitspolygon mehrere Scheinkanten, so schneiden sie
sich alle in p.

Sichtbarkeitszelle Zusammenhéngender, konvexer, polygonaler Teilbereich des Frei-
raums einer Szene, in dem alle Standorte dasselbe Sichtbarkeitsskelett besitzen,
d.h. in dem von allen Standorten aus dieselbe Menge von Szenenecken sichtbar ist
(auch in derselben angularen Ordnung) und in der sich das Sichtbarkeitspolygon
daher qualitativ nur wenig éndert.

Stiitz- oder Ubergangsstelle Abszisse des Graphen einer stiickweise definierten Funk-
tion, an der sich die Definitionsgleichung dndert. Auch der Punkt des Graphen an
einer solchen Stelle wird als Ubergangsstelle (des Graphen) bezeichnet.

Verdeckungsecke Reflexecke einer Szene (siehe Definition 1.5 auf Seite 6), fiir die gilt:
Der aktuelle Betrachterstandort liegt im Nebenwinkelbereich der Ecke, d.h. so, dafs
genau eine der beiden adjazenten Kanten vom Standort aus verdeckt ist.

Abbildung B.1: Zur Definition Verdeckungsecke. Der Roboterstandort liegt im schraffier-
ten Nebenwinkelbereich, wenn v eine Verdeckungsecke ist
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Verdeckungslinie Verlédngerung des Strahls von einer beliebigen Szenenecke u zu ei-
ner sichtbaren — Verdeckungsecke v, wenn der Roboterstandort als u angenommen
wird, {iber v hinaus, bis er die Szene in einer Kante trifft. (Dieser Auftreffpunkt ist
eine — Scheinecke des von u aufgenommenen Sichtbarkeitspolygons.) Diese Linien
sind die Grenzen der — Sichtbarkeitszellen.

B.2 Symbole

AB
|AB]
AB

ANABC

oP
f2(x)
Mp

p—X
P=9

Strecke zwischen A und B
Lange der Strecke zwischen A und B, auch dy(A, B) (Euklidischer Abstand)
Vektor oder orientierte Strecke von A nach B

Dreieck der Punkte A, B, C; in der Form ApP,; P, auch Sektor eines Polygons
mit Kernpunkt p und benachbarten Eckpunkten P; und P,

Menge aller Randpunkte des Polygons P
Abkiirzend fiir (f(z))? (f reelle Funktion)

Menge aller z aus M C R mit der Eigenschaft P (einstelliges Pradikat), d.h.
Mp := {z € M : P(x)}. Beispiele dafiir sind R.¢, Ny, etc.

In p ausgehender und durch X verlaufender Strahl (p # X)

Gleichheit der geometrischen Objekte P und Q, d.h. abhingig vom Kontext
Kongruenz, Ahnlichkeit etc., allgemein Identitiit (siche P = Q) bis auf An-
wendung bestimmter Transformationen

Identitéit der geometrischen Objekte P und Q, d.h. Ubereinstimmung ihrer
Punktmengendarstellungen in Koordinaten

Ganzer Anteil von z € Ry, d.h. [z] ;= max{n € N:n <z}
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