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VorwortDie Selbstlokalisation von autonomen Fahrzeugen und Robotern ist eine Problematik, mitder sich Konstrukteure solcher Systeme aus verschiedenen Gründen beschäftigen müssen:Unter Autonomie versteht man nicht nur die Fähigkeit, daÿ sich ein Fahrzeug nach ei-ner Standortinitialisierung selbständig in einem abgegrenzten Gelände bewegt. Es gehörtebenso dazu, daÿ es diese anfängliche Positionsbestimmung ohne fremde Hilfe durchfüh-ren kann. Dabei hat das autonome System zunächst meist keinerlei Information über denaktuellen Standort auÿer einer Karte, in der das Gelände eingezeichnet ist. Derartige Si-tuationen treten nicht nur zu Beginn des Einsatzes eines Roboters auf, sondern auch nachtechnischen Ausnahmesituationen, wie Stromausfällen oder einem Versagen der Sensorik.Selbst wenn das autonome System seinen Standort kennt und nun bei allen Bewe-gungen die Veränderung der Koordinaten seiner Position protokolliert, sind nach einergewissen Zeit groÿe Abweichungen des berechneten Standorts vom tatsächlich zutre�en-den mit den heutigen Mitteln der Technik nicht zu verhindern. Durch unebene oder weicheBöden, aber auch Ungenauigkeiten im Bewegungsapparat des Fahrzeugs kommt es un-weigerlich zu einem Abdriften von der beabsichtigten Bahn. Auch dieses Problem kanndurch eine regelmäÿige Standort-Neubestimmung zumindest gelindert werden. Indiskuta-bel ist jedenfalls der Eingri� eines Menschen in immer wiederkehrenden Abständen, derdie Position des Roboters korrigiert.Zur Lokalisation gibt es vor allem zwei wesentliche Grundrichtungen. Die eine Mög-lichkeit benutzt Landmarken, d.h. Markierungen an Wänden oder auf dem Untergrund,die der Roboter erkennt und danach seinen Kartenstandort ermitteln kann. Die andereVorgehensweise betont mehr die Unabhängigkeit des Roboters auch von derartigen Kenn-zeichnungen des Geländes und untersucht die Möglichkeiten der Lokalisation ausschlieÿlichanhand des sichtbaren Teils der Umgebung.Die vorliegende Diplomarbeit bezieht sich auf die landmarkenfreie Navigation. Dazugibt es einen theoretischen Ansatz von Guibas, Motwani und Raghavan ([GMR95]), derauf dem Vergleich sogenannter Sichtbarkeitspolygone vom Roboterstandort einerseits undvon Kartenpositionen andererseits beruht. Sobald dabei eine Übereinstimmung festge-stellt wurde, ist ein Kartenstandort gefunden, der bezüglich des einsehbaren Bereiches alsPosition des Roboters in Frage kommt.Dieser Ansatz stöÿt in der praktischen Anwendung auf Schwierigkeiten. Dafür sind vorallem die technischen Möglichkeiten der Aufzeichnung des Sichtbarkeitspolygons verant-wortlich. Verwendet man hierzu einen Entfernungssensor irgendeiner Art (z.B. Laserscan-ner), so gibt es nicht nur Meÿungenauigkeiten, sondern auch das Problem einer begrenz-ten Au�ösung des Scanbildes, so daÿ man weder präzise noch vollständige Informationüber seine Umgebung erwarten kann. Ein einfacher Vergleich von Sichtbarkeitspolygonenschlägt also fehl. iii



iv VORWORTDie Idee zur Bewältigung dieser Schwierigkeiten stellen Distanzfunktionen dar, die dieÄhnlichkeit zwischen einem Scan und einem aus der Karte extrahierten Sichtbarkeits-polygon beschreiben sollen. Das Bewertungskriterium für einen Kartenstandort ist dannnicht mehr Identität, sondern nur noch Ähnlichkeit zum realen Standort hinsichtlich dessichtbaren Anteils der Szenerie.In der vorliegenden Arbeit geht es um die Anforderungen an Distanzfunktionen zwi-schen Polygonen in diesem konkreten Kontext. Dazu werden in einem einführenden Ka-pitel zunächst Grundbegri�e erläutert und die bereits zitierte Methode von Guibas et al.zusammen mit ihren Problemen in der Praxis genauer vorgestellt.Der Hauptteil der Arbeit liegt in Kapitel 2. Dort werden zwei Ansätze zur De�nitionvon Distanzfunktionen zwischen sternförmigen Polygonen (mit denen wir es hier stetszu tun haben) untersucht, die intensiv von den Gegebenheiten der RoboterlokalisationGebrauch machen. Neben einer theoretischen Analyse der de�nierten Metriken werdenjeweils auch Hinweise zu deren Implementation gegeben.Kapitel 3 beschreibt Distanzfunktionen anderer Autoren, die sich nicht speziell aufsternförmige Polygone beziehen, aber dennoch vielversprechend erscheinen. Es werden ihreStärken und Schwächen, auch im Vergleich mit den Distanzen aus Kapitel 2, untersucht.Nachdem nun etliche Ähnlichkeitsfunktionen zwischen Polygonen angeführt wurden,geht es im abschlieÿenden Kapitel 4 um eine Diskussion der Einsatzmöglichkeiten in derPraxis. Das Vorgehen zur Lokalisation beruht nach wie vor auf dem Verfahren von Guibaset al., welches jedoch für die Praxis stark überarbeitet werden muÿ. Anschlieÿend faÿtdieses Kapitel einige Punkte zusammen, die bis dahin entweder nicht angesprochen wurdenoder o�engeblieben sind.Zu dieser Arbeit gehören auch die Implementationen der beiden Distanzen aus Kapi-tel 2. Im Anhang A sind einige Beispiele für das Verhalten der Metriken in verschiedenstenSituationen aufgeführt, die die theoretischen Analysen bestätigen sollen. � Ebenfalls imAnhang ist eine Auswahl von Begri�en und Symbolen verzeichnet, die möglicherweisenicht dem üblichen mathematischen Wortschatz angehören.Dort sind jedoch keine allgemein bekannten De�nitionen und Bezeichnungen enthalten.Gleiches gilt generell für Sachverhalte aus der Mathematik und der Geometrie, die imLaufe dieser Arbeit zitiert werden. Beweise werden bis auf wenige Ausnahmen nur für diehier entwickelten Zusammenhänge dargeboten.Zum Abschluÿ sei an dieser Stelle allen gedankt, die mich bei der Anfertigung dieserDiplomarbeit unterstützt und durch schwierige Phasen hindurch begleitet haben. Dazugehören in erster Linie meine beiden Betreuer, Herr Prof. Hartmut Noltemeier und HerrOliver Karch. Für die zahlreichen Vorschläge und Diskussionsangebote gilt mein Dankweiterhin Herrn Riko Jacob, der ständig Interesse am Fortgang der Arbeiten bekundethat.
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Kapitel 1Einführung
1.1 Grundbegri�eDie Sichtbarkeit von Objekten ist überall da von Bedeutung, wo es um das Wiederer-kennen einer bekannten Umgebung (Szene) oder eines Teils davon geht. Diese ist zumeistin Form einer (zweidimensionalen) Karte gegeben, die alle Merkmale des Geländes invereinfachter geometrischer Form darstellt. Dazu gehören zwei Dinge:a) der Rand der Szene. Dabei handelt es sich um eine Kurve im Jordanschen Sinne,d.h. um einen geschlossenen, überschneidungsfreien, stetigen Kantenzug.b) die Hindernisse der Szene, d.h. die Repräsentationen aller Objekte, die in einerrealen Umgebung als Gegenstände vorstellbar sind. Auch hier nimmt man zunächstJordankurven an.Häu�g sind diese Kurven in Form geometrischer Figuren gegeben, z.B. Kreise für Säulen,Rechtecke für Tische etc.Die Hindernisse sind sämtlich vollständig im Inneren1 der Randkurve enthalten. Dar-überhinaus sollen keine zwei Hindernisse einen inneren Punkt gemeinsam haben, d.h. dieHinderniskurven sollen untereinander überschneidungsfrei sein und sich nicht gegenseitigenthalten.2 Im folgenden wird der Begri� Objekt als Oberbegri� für Rand(objekt) undHindernis(objekt) verwendet.Die Unterscheidung zwischen Rand und Hindernissen ist notwendig, da diese Objekteauf unterschiedliche Art und Weise die Szene in zwei Zonen einteilen, und zwar in denFreiraum (free space) � das ist das Innere des Randes geschnitten mit dem Äuÿeren einesjeden Hindernisses � und den Hindernisraum (obstacle space) � das ist die Vereinigungdes Inneren aller Hindernisse.3 Beide Zonen sind also beschränkt; der Hindernisraum istauÿerdem unzusammenhängend, falls mindestens zwei Hindernisse vorhanden sind.Die Auswahl von Algorithmen, die auf solchen Szenen arbeiten, hängt in erster Linievon der Art der Objekte ab. Da der praktische Hintergrund auf dem Gebiet der Robo-terlokalisation vor allem Innenräume sind, z.B. in Fabrikgebäuden, Krankenhäusern usw.,1Der Begri� �Inneres� ist hier nicht im topologisch-mengentheoretischen, sondern im anschaulich-geometrischen Sinne zu verstehen.2Andernfalls spricht man von �Hindernissen mit Löchern� .3Die Verwendung der Begri�e Äuÿeres und Inneres ist wegen der Beschränkung auf Jordankurvendurch den Jordanschen Kurvensatz legitimiert. 1



2 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGerho�t man sich regelmäÿige und mathematisch leicht modellierbare Kurven als Begren-zungen der Objekte. Daher nimmt man zunächst �Primitiv�ächen� aus der Geometriezur Beschreibung von Rand und Hindernissen an. Der überaus gröÿte Anteil bisherigerErgebnisse bezieht sich auf polygonale Szenen, bei denen also als Begrenzungskurven nur(einfache) Polygone zugelassen sind. Die vorliegende Diplomarbeit bezieht sich ebenfallsausschlieÿlich auf diese Art von Umgebungen. Bild 1.1 zeigt einen solchen Fall, in demsich zwei rechteckige Hindernispolygone berühren.

Abbildung 1.1: Eine polygonale Szene. Der Hindernisraum ist schwarz gezeichnet1.2 Ein Ansatz für die LokalisationIn diesem Abschnitt soll die Beschäftigung mit Distanzfunktionen und Matchingverfahrenaus Sicht der Roboterlokalisation motiviert werden.Das Lokalisationsproblem in der algorithmischen Geometrie ist durch folgende Aufga-benstellung de�niert:4Gegeben ist die Karte einer Szene, wie sie in Kapitel 1.1 beschrieben ist. Ein Beob-achter (in der Praxis z.B. ein Roboter), der sich im Besitz dieser Karte be�ndet, hat nurdie Information, daÿ sein aktueller Standort innerhalb des Freiraums dieser Szene liegt.(Dies kann zum Beispiel durch Verlust aller Daten über die bisherige Positionierung ge-schehen sein, wie etwa nach einem Stromausfall oder einem Versagen der Sensorik.) Ersoll nun in einer ersten Phase seinen Standort in der Karte wiedererkennen, ohne sich zubewegen, d.h. ausschlieÿlich anhand des aktuell sichtbaren Bereiches. Wie wir später imAbschnitt 1.2.2 noch sehen werden, ist das jedoch in vielen Situationen nicht eindeutigmöglich. Daher schlieÿt sich im Fall mehrerer hypothetischer Lösungen der ersten Phaseeine zweite an, in der sich der Beobachter gezielt auf Teile der Karte zubewegen soll,die mehr Sichtbarkeitsinformation als der augenblickliche Standort liefern und daher dieMehrdeutigkeiten aufzulösen helfen.Dieser Ansatz ist vollständig in dem Sinne, daÿ nach genügend langen zurückgelegtenErkundungswegen stets eine eindeutige Lösung angegeben werden kann: Hat der Beob-4Ausführliche Beschreibungen �nden sich zum Beispiel in [GMR95], [Klb94] und [DRW95].



1.2. EIN ANSATZ FÜR DIE LOKALISATION 3achter im Extremfall die gesamte Szene abgelaufen, so kennt er die exakte Position in derKarte.In dieser Diplomarbeit wird es ausschlieÿlich um die erste Phase gehen. Guibas, Mot-wani und Raghavan stellen dazu in ihrer Arbeit [GMR95] ein Verfahren vor, das Aus-gangspunkt für die Beschäftigung mit dem Thema war. Daher soll es im folgenden inleicht vereinfachter Form vorgestellt werden.1.2.1 Sichtbarkeitspolygone und -skelette1.2.1.1 Begri�sklärungenZunächst wollen wir den Begri� �sichtbarer Bereich� etwas näher beleuchten. Darunter ver-steht man die Menge aller Punkte, die vom gegebenen Betrachterstandpunkt aus sichtbarsind, d.h. für die die Verbindungsstrecke zum Betrachter keine Szenenkante schneidet. Fürden Fall, daÿ alle Objekte der Szene Polygone sind, ergibt sich ein einfacher und wichtigerZusammenhang:Lemma 1.1 Für eine polygonale Szene und einen beliebigen Betrachterstandpunkt inner-halb des Freiraums ist die Fläche aller sichtbaren Punkte ein Polygon.Zum Beweis überprüft man, daÿ diese Fläche beschränkt, zusammenhängend und gerad-linig begrenzt ist.De�nition 1.2 (Sichtbarkeitspolygon) Für eine polygonale Szene und einen beliebi-gen Betrachterstandpunkt p innerhalb des Freiraums heiÿt der sichtbare Bereich Sicht-barkeitspolygon von p und wird mit V(p) bezeichnet.Daher können auf den Sichtbereich eines Beobachters, der ja zum Wiedererkennen desStandortes innerhalb der Karte dienen soll, Polygonalgorithmen angewendet werden. Ab-bildung 1.2 zeigt ein Sichtbarkeitspolygon für die Szene aus Bild 1.1. Die Position desBeobachters ist durch einen kleinen Kreis in der Mitte des Bildes gekennzeichnet.

Abbildung 1.2: Das Sichtbarkeitspolygon eines BetrachterstandpunktesWie im nächsten Abschnitt beschrieben ist, wird zur Lösung des Lokalisationsproblemsnoch eine weitere Grundstruktur benötigt: Nach [GMR95] lassen sich die Kanten desSichtbarkeitspolygons in zwei Klassen einteilen:



4 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGa) die echten Kanten. Sie sind (Teile von) Kanten der Szene, liegen also entweder aufKanten von Hindernispolygonen oder auf Randpolygonkanten.b) die Scheinkanten. Sie entstehen durch Verlängerung eines Sichtstrahles vom Beob-achter durch eine verdeckende Szenenecke, bis dieser Strahl auf eine Szenenkantetri�t. Der Auftre�punkt mit der Kante heiÿt Scheinecke.Der Beobachterstandpunkt ist also der gemeinsame Schnittpunkt aller Geraden ent-lang der Scheinkanten. In Abbildung 1.3(a) sind die Scheinkanten des Sichtbarkeitspoly-gons gepunktet gezeichnet, die Scheinecken sind von einem Kreis umschlossen.Scheinecken haben die Eigenschaft, sich auch bei nur geringer Veränderung des Stand-orts sofort zu verschieben. Echte Ecken (Szenenecken) hingegen verändern nicht ihre Lagein der Karte; sie können nur verschwinden oder neu sichtbar werden. Letzteres geschiehtnicht kontinuierlich, sondern lediglich beim Überschreiten von Verdeckungslinien, die vonverdeckenden Szenenecken induziert werden, und davon gibt es nur endlich viele. Solangedie Beobachterposition in einem Bereich variiert, in dem keine solche Linie überschrittenwird, sieht der Beobachter immer die gleichen Szenenecken. Ebenso bleibt die angula-re Ordnung dieser Ecken erhalten. Daher liegt es nahe, diese Eckenfolge als Polygon zuinterpretieren, welches wir Skelettpolygon des Beobachterstandorts nennen wollen. SeineEckpunkte sind also alle Ecken des Sichtbarkeitspolygons auÿer die Scheinecken, die durchneue, künstliche Kanten überbrückt werden.Bild 1.3(b) zeigt das Skelettpolygon zum nebenstehenden Sichtbarkeitspolygon. Diekünstlichen Kanten sind gestrichelt gezeichnet. Die in Abbildung (a) daneben eingekrei-sten Scheinecken sind im Skelett nicht mehr vorhanden.

(a) (b)Abbildung 1.3: Sichtbarkeitspolygon (a) und zugehöriges Skelett (b) (jeweils fett)Nun ist aber von der Szenenkante, auf der eine Scheinecke liegt, immerhin ein Stücksichtbar, so daÿ das vollständige Weglassen dieser Kante einen Informationsverlust dar-stellen würde. Daher versieht man jede künstliche Kante mit der Gleichung der Geraden,entlang der die dahinterliegende Szenenkante verläuft. Diese Zusatzinformation heiÿt Label



1.2. EIN ANSATZ FÜR DIE LOKALISATION 5der künstlichen Kante. Sie verändert sich ebenfalls nicht, solange keine Verdeckungslinieüberschritten wird.Die genannten Bezeichnungen lassen sich zusammenfassen zu derDe�nition 1.3 (Sichtbarkeitsskelett) Gegeben seien eine polygonale Szene und dasSichtbarkeitspolygon V(p) zu einem Beobachterstandort p. Das Sichtbarkeitsskelett (zudem vorgegebenen Sichtbarkeitspolygon bzw. dem Standort) besteht aus dem Skelettpolygon,in dem jede künstliche Kante mit ihrem Label in Form einer Geradengleichung versehenist.Die Bedeutung all dieser Strukturen wird in Kapitel 1.2.2 deutlich, in dem ein Lokalisati-onsalgorithmus vorgestellt wird. In vorliegender Diplomarbeit werden allerdings Polygoneim Vordergrund stehen, so daÿ wir uns im folgenden auf den polygonalen Anteil desSkeletts beschränken werden und daher oft nur das Skelettpolygon meinen, wenn vomSichtbarkeitsskelett die Rede ist.1.2.1.2 EigenschaftenIm zweiten Teil dieses Abschnitts werden zwei wichtige geometrische Charakteristiken vonSichtbarkeitspolygon und -skelett aufgeführt, die bei der späteren Behandlung zum Teilvon Bedeutung sind.Zunächst zeigen die Abbildungen, daÿ weder das Polygon noch das Skelett konvex zusein brauchen. Vielmehr gilt zunächst folgender Zusammenhang:Satz 1.4 Für Szenen ohne Hindernisse, d.h. mit einem alleinigen Randpolygon P, gilt:Das Sichtbarkeitspolygon V(p) eines Beobachterstandortes p ist genau dann konvex, wennP selbst konvex ist.Insbesondere hängt also die Konvexität der Sichtbarkeitspolygone nicht von der Auswahleines Standortes ab.Beweis: Dazu benötigen wir die aus der Geometrie bekannte Tatsache, daÿ ein Polygongenau dann konvex ist, wenn jede seiner Ecken konvex ist, d.h. der Innenwinkel an jederEcke höchstens 180� beträgt.a) �(=� : Ist P konvex, so ist von p aus jeder Punkt sichtbar, d.h. es ist V(p) = P.Also ist auch V(p) konvex.b) �=)� : Sei nun P nicht konvex. Ist V(p) = P, so ist auch V(p) nicht konvex, undder Beweis ist erbracht. Gelte nun V(p) 6= P. wegen V(p) � P (betrachtet alsPunktmengen der Polygon�ächen) gibt es eine Kante e von V(p), an der sich V(p)und PnV(p) berühren. Diese Kante verläuft also im Innern von P und trennt lokalsichtbaren und unsichtbaren Bereich.Dies ist nur für die Scheinkanten des Sichtbarkeitspolygons möglich, da echte Kanten� der andere Kantentyp � nicht im Innern der Szene verlaufen, sondern auf demRand. Scheinkanten haben stets genau eine verdeckende Szenenecke als Endpunkt(siehe Beginn dieses Abschnitts). Eine solche Ecke ist jedoch konkav (nichtkonvex):Nach auÿen gerichtete Ecken können nicht verdecken, denn der Sichtstrahl von pdurch diese Ecke würde das Innere von P verlassen.



6 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGDiese Konkavecke u (in P) ist auch eine Ecke in V(p). Da von p aus genau eine derbeiden zu u adjazenten Szenenkanten sichtbar ist (denn u ist eine Verdeckungsecke),ist u auch eine Konkavecke in V(p). Somit ist auch V(p) nicht konvex. 2Für Szenen mit mindestens einem Hindernis ist zunächst der Begri� der konvexen/kon-kaven Ecke zu verallgemeinern:De�nition 1.5 (Re�execke) Eine Ecke, die zum Randpolygon gehört und konkav istoder zu einem Hindernispolygon gehört und konvex ist, heiÿt Re�execke oder re�exeEcke.Anschaulich gesprochen, sind Re�execken genau die Objektecken, die in Richtung desFreiraums zeigen. Nur diese Ecken können für Verdeckungen verantwortlich sein.Damit ist sicherlich ein Sichtbarkeitspolygon eines Punktes p genau dann konvex, wennvon p aus keine Re�execke der Szene sichtbar ist. Genau die Re�execken verursachennämlich konkave Ecken im Sichtbarkeitspolygon und machen dieses somit nichtkonvex.Die folgende Argumentation über die Konvexität des Sichtbarkeitspolygons folgt derRichtung �=)� von Satz 1.4. Der zugrundeliegende Freiraum für einen Beobachter solljetzt abkürzend mit S bezeichnet werden. Der Fall V(p) = S tritt hier nicht auf, dadurch jedes Hindernis einige Punkte der Sicht des Beobachters entzogen werden. WegenV(p) ( S existiert wieder eine Kante von V(p), die an einem Ende durch eine Re�execkebegrenzt ist. Diese Ecke verursacht in V(p) eine konkave Ecke und ist verantwortlich fürdessen Nicht-Konvexität. Zusammenfassend ergibt sich:Satz 1.6 In einer Szene mit mindestens einem Hindernis ist das Sichtbarkeitspolygoneines jeden Beobachterstandortes nichtkonvex.Die Eigenschaft der Konvexität steht also nicht zur Verfügung. Hingegen läÿt sichanhand der Bilder vermuten und auch aus der De�nition unmittelbar ableiten, daÿ dasSichtbarkeitspolygon sternförmig ist, und es liegt sogar ein Kernpunkt vor: der Beob-achterstandort. Bild 1.3(b) legt selbiges auch für das Skelettpolygon nahe, obwohl es indiesem Fall nicht so selbstverständlich ist. Es gilt jedoch das allgemeinereLemma 1.7 Gegeben seien ein Polygon P und ein Punkt p im Innern von P. Der Punktp ist genau dann ein Kernpunkt von P, wenn alle Eckpunkte des Polygons von p aussichtbar sind.Im Fall unserer Sichtbarkeitsskelette sind tatsächlich alle Eckpunkte vom Beobachter-standort aus sichtbar, denn die neuen, künstlichen Kanten verdecken keine (vorher) sicht-baren Szenenecken; sie überbrücken allein Scheinecken. Somit verdecken diese Kantenkeine Skelettecken, da letztere niemals Scheinecken sind. � Fassen wir also zusammen:Satz 1.8 Für einen beliebigen Beobachterstandort q innerhalb des Freiraums sind sowohldas Sichtbarkeitspolygon als auch das Skelettpolygon sternförmig, und q übernimmt inbeiden Fällen die Rolle eines Kernpunktes.



1.2. EIN ANSATZ FÜR DIE LOKALISATION 71.2.2 Skizze des Algorithmus'In diesem Teilabschnitt wird der in [GMR95] vorgestellte Lokalisationsalgorithmus für po-lygonale Szenen grob demonstriert. Während wir bisher von der Position eines Betrachtersals Beobachterstandort gesprochen haben, so soll in Zukunft meist von einem Anfragepunktdie Rede sein, um deutlich zu machen, daÿ es um die Lösung der Lokalisationsanfrage füreinen Roboter geht.Das Grundprinzip der Lokalisation ist der Vergleich des Sichtbarkeitspolygons des Be-trachterstandortes5 mit allen denkbaren Sichtbarkeitspolygonen der Szene. Wann immerein Kartenpunkt einen Sichtbereich der gleichen polygonalen Form induziert, ist eineLösung gefunden. Wie schon weiter vorne angemerkt, ist auf diese Weise der Standortdes Betrachters nicht immer eindeutig bestimmbar: Man stelle sich eine Galerie mit vie-len identisch aussehenden Seitenräumen und einigen Vitrinen im Korridor vor (Abbil-dung 1.4). Ein Beobachter kann die beiden äuÿeren der Seitenräume unter Umständennicht voneinander unterscheiden, falls er sich selbst in einem davon be�ndet, weil sie dieexakt gleiche Sicht in den Korridor bieten. Er kann lediglich die Lage relativ zu den Sei-tenräumen diagnostizieren.6 � Alle Lösungsstandorte des Algorithmus' haben also dasselbeSichtbarkeitspolygon.

Abbildung 1.4: Eine Szene mit MehrdeutigkeitenNun können freilich nicht alle Kartenstandorte auf das �passende� Sichtbarkeitspolygonabgetestet werden: Verändert man die Position in der Szene, so ändert sich sofort auchdas Sichtbarkeitspolygon; es gibt also unendlich viele verschiedene solche Polygone � dieSuche muÿ auf geeignete Weise diskretisiert werden.Die Idee hierfür wurde schon im Abschnitt über die Sichtbarkeitsskelette geliefert:Bei einer Standortvariation ändern sich das Skelettpolygon und die Kantenlabel nur, fallseine Verdeckungslinie überschritten wird. Deren Anzahl ist von der Gröÿenordnung O(n2),wenn n die Anzahl aller Objektecken der Szene ist.Zeichnet man also alle Verdeckungslinien in die Karte ein, erhält man eine Zerlegungin Zellen mit der wichtigen Eigenschaft, daÿ innerhalb einer Zelle das Sichtbarkeitsskelettfür alle Standorte dasselbe ist. Man nennt diese Zellen Sichtbarkeitszellen. In Bild 1.5 ist5In der Praxis könnte dieses Polygon von einer Sensorik des Roboters geliefert worden sein, die aufLaserscanner-Daten zurückgreift.6Gleichwohl kann man bei einer �hinreichend unregelmäÿigen� Szene mit einer eindeutigen Antwortauf die Lokalisationsanfrage rechnen.



8 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGdie Sichtbarkeitszellenzerlegung des mittleren Ausschnitts der Galerie in Abbildung 1.4angegeben. Die Verdeckungslinien sind dünn eingezeichnet. Die beiden markierten Punk-te haben dasselbe Sichtbarkeitsskelett, d.h. insbesondere sind von da aus dieselben Sze-nenecken (eingekreist) sichtbar; für jeden Standort einer beliebigen Nachbarzelle sind esentweder mehr oder weniger.

Abbildung 1.5: Eine Zerlegung in SichtbarkeitszellenDiese Zellenzerlegung ist die entscheidende Erkenntnis für die geforderte Diskretisie-rung der Standortsuche in der Karte: Anstatt die Sichtbarkeitspolygone der Kartenpunk-te zum Vergleich heranzuziehen, ermittelt man zunächst nur die Zellen, deren (eindeutigbestimmtes) Sichtbarkeitsskelett mit dem Skelett des Beobachterstandorts (�Anfrageske-lett� ) übereinstimmt. Dabei müssen neben den Skelettpolygonen und ihrer Kantentypen(echt/künstlich) auch die Label der künstlichen Kanten identisch sein, und zwar relativzu einem Bezugspunkt innerhalb des Skeletts als Koordinatenursprung: Die absoluten Ko-ordinaten in einem globalen Koordinatensystem der Karte sind freilich von Standort zuStandort verschieden und machen keinen Sinn, da der Roboter ja nicht �global sieht� , son-dern nur relative Lagebeziehungen, wie Entfernungen, ausmachen kann. � In Bild 1.4 istzum Beispiel der mittlere markierte Standort von den beiden äuÿeren aufgrund des Labelsunterscheidbar: Es ist viel weiter vom Standort entfernt als bei den äuÿeren Räumen.Nach der Bestimmung dieser �passenden Zellen� hat man aber weder irgendwelcheSichtbarkeitspolygone verglichen (die Skelette geben ja noch keinen Aufschluÿ über denStandort innerhalb der Zelle) noch potentielle Lösungspositionen in der Karte gefunden.Dazu ist folgender letzter Schritt nötig: Der Anfragepunkt q hat innerhalb des Anfrageske-letts eine feste relative Lage (die wieder mit Hilfe eines Bezugspunktes angegeben werdenkann). Hat man eine passende Sichtbarkeitszelle C gefunden und bildet das Anfrageskelettzusammen mit dem Anfragepunkt auf das identische Zellskelett ab, so bekommt q eineKartenposition p innerhalb des Zellskeletts zugeordnet. Ob aber p sogar innerhalb derZelle C liegt, ist o�en und mitverantwortlich dafür, ob mit p eine potentielle Lösung ge-funden ist oder nicht. Darüber gibt folgender Satz Auskunft, der in etwas abgewandelterForm auch in [GMR95] zu �nden ist:Satz 1.9 Gegeben seien ein Anfragepunkt q und eine Sichtbarkeitszelle C mit passendemSkelett. Sei weiter p derjenige Kartenpunkt, auf den q bei der Einbettung des Anfrageske-letts an die Position des Skeletts der Zelle abgebildet wird. Dann gilt: p und q erzeugen



1.2. EIN ANSATZ FÜR DIE LOKALISATION 9genau dann dasselbe Sichtbarkeitspolygon (und p ist eine Lösung der ersten Phase der Ro-boterlokalisation), wenn die Zelle, in der p liegt, ebenfalls ein passendes Skelett induziert.Das ist insbesondere dann der Fall, wenn p in C liegt. Gehört p jedoch zu einer anderenZelle C 0, so wird erst bei der Behandlung dieser Zelle C 0 darüber entschieden, ob p eineLösung ist.1.2.3 AnwendungsaspekteDas Verfahren von Guibas, Motwani und Raghavan basiert auf einem Vergleich von Sicht-barkeitsskeletten der Sichtbarkeitszellen (Zellskelette) mit dem Skelett der Anfragepositi-on (Anfrageskelett). Während die Zellskelette im Preprocessing exakt bestimmt werden,muÿ das Anfrageskelett mit geeigneten technischen Mitteln bei der Query gemessen wer-den. Verwendet man dafür einen Laserscanner, so treten zwei Arten von Problemen auf:Meÿungenauigkeiten: Die zurückgelieferten Entfernungswerte vom Roboter bis zumAuftre�punkt des Laserstrahls sind fehlerbehaftet.Diskretisierung: Auf der Peripherie des (theoretischen) Sichtbarkeitspolygons werdennur endlich viele Punkte vom Laserstrahl getro�en, da die Strahlen stets in festenWinkelinkrementen ausgesendet werden. Diese Winkelgröÿe und die Entfernung desStandorts vom Hindernis bestimmen die Dichtheit der Meÿpunkte und damit dieFeinheit der Messung. Dies ist in Bild 1.6(a) zu erkennen. Die Länge der eingezeich-neten Strahlen soll die gemessene fehlerbehaftete Entfernung repräsentieren (dieauch gröÿer sein kann als die exakte Distanz).Diese beiden Punkte machen einen Einsatz des vorgestellten Lokalisationsverfahrens inder Praxis unter exaktem Skelettvergleich unmöglich (siehe Abbildung 1.6(b)). Um dieDiskretisierung zu umgehen, kann man zwar die Entfernungswerte in Punkte umrech-nen und diese dann (gegebenenfalls mittels Geradenapproximation) zu einem Polygonzugverbinden. Trotzdem bleibt aber die Gestalt der Szene im Winkelintervall zwischen zweiausgesendeten Laserstrahlen verborgen. Das aus dem Scan extrahierbare Sichtbarkeitspo-lygon ist daher stets nur eine Näherung und läÿt sich in der Karte nicht exakt wieder�nden.Aus diesen Gründen kann der Vergleich des Anfrageskeletts mit dem Zellskelett nurnäherungsweise durchgeführt werden. Das motiviert den Einsatz einer Distanzfunktion,der ein Scan und ein Skelett übergeben werden und die als Ausgabe eine reelle Zahl lie-fert, die in einem bestimmten Sinne die Ähnlichkeit der Eingabegröÿen beschreibt. Dabeisollte berücksichtigt werden, daÿ sich der Scan und das Skelett in ihrer Qualität wesent-lich unterscheiden, z.B. hinsichtlich der Anzahl der Eckpunkte und der prognostiziertenbzw. tatsächlichen Genauigkeit. Als �passend� werden dann diejenigen Sichtbarkeitszellenbezeichnet, für die der Skelett-Scan-Distanzwert unter einer bestimmten Schranke liegtoder zu den k kleinsten gehört (für ein geeignetes k).Im Zusammenhang mit den Laser-Unzulänglichkeiten stellt sich die Frage, ob es Sinnmacht, im Preprocessing für jede Sichtbarkeitszelle das Skelett exakt zu berechnen undauch so zu speichern. Dabei entstehen bei komplexen Szenen unter Umständen sehr detail-lierte Skelette, die vom Laser so in keinem Fall wahrgenommen werden können. Es könntealso sinnvoll sein, in einem weiteren Preprocessing-Schritt Skelette zu vereinfachen oder



10 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

(a) realistischer Roboteridealer Roboter
V(p0)V(p) p0p

(b)Abbildung 1.6: Ein Scanbild eines Szenenausschnitts (a); ein Vergleich ideales � realesSichtbarkeitspolygon (b)sogar benachbarte Sichtbarkeitszellen zu verschmelzen, wenn sich ihre Skelette nur wenigunterscheiden. Dies ist möglich, weil durch den Einsatz von Distanzfunktionen nicht dieKongruenz, sondern nur die (intuitive) Ähnlichkeit von Anfrage- und einem Zellskelettrelativ zu anderen Zellskeletten geprüft wird. In vorliegender Arbeit werden derartigeKartenvereinfachungen jedoch nicht behandelt; es wird immer von den exakten Daten desPreprocessings ausgegangen.Doch die Ähnlichkeitsfunktionen zwischen Scan und Skelett bzw. allgemein zwischenPolygonen müssen noch weitere Aufgaben übernehmen, die sich gut damit verbindenlassen. Sie betre�en weniger die Gestalt, sondern mehr die Lage der Polygone und Skelette:Der Roboter kann mit einem Laser-Radar nur relative Lagebeziehungen bestimmen.Man kann daher nicht erwarten, daÿ die Eckenkoordinaten des Anfrageskeletts selbst imFall der Kongruenz mit den (absoluten) Koordinaten eines Zellskeletts übereinstimmen.Vielmehr geht es im Algorithmus um eine korrekte Einbettung des Anfrageskeletts in dieKarte (siehe z.B. Satz 1.9). Diese Vorstellung entspricht formal dem (beliebigen) Verschie-ben eines Polygons, so daÿ die Ähnlichkeitsfunktion translationsinvariant sein muÿ.Ein Polygon zeichnet sich aber auch durch eine Orientierung aus: Möglicherweise un-terscheidet sich ein Zellskelett vom kongruenten Anfrageskelett nur durch eine Rotation.Ob diese zu ignorieren ist, d.h. ob auch beliebige Drehungen der Eingabepolygone ohneEin�uÿ auf das Ergebnis des Vergleichs sein sollen, hängt davon ab, ob der Roboter einenKompaÿ besitzt. Falls ja, so kann man festlegen, daÿ nach jeder Scan-Aufnahme das Po-lygon um den Winkel gedreht wird, um den die Blickrichtung des Roboters z.B. von Nordabweicht. Die Zellskelette aus dem Preprocessing müssen ebenfalls so gespeichert sein, alswären sie vom Roboter mit dieser Blickrichtung aufgenommen worden. Erst nach dieserEinnordung des Anfrageskeletts wird es an die Vergleichsfunktion übergeben. Eine Sicht-barkeitszelle darf nur dann als passend bezeichnet werden, wenn ihr Skelett ausschlieÿlichdurch eine Translation auf das Anfrageskelett gut genug (in oben beschriebenem Sinne)gematcht werden kann: Potentielle Lösungsskelette müssen zum Anfrageskelett gleichge-



1.3. MORPHOLOGISCHE VERFAHREN IM ÜBERBLICK 11richtet sein.Ohne Kompaÿ ist die Einnordung nicht möglich. Ein kongruentes Zellskelett mit an-derer Orientierung als das Anfrageskelett muÿ als Lösung zugelassen sein. Von der Ver-gleichsfunktion verlangt man Rotationsinvarianz. Die Konsequenz ist, daÿ durch die feh-lende Kompaÿvoraussetzung im allgemeinen mehr Standortkandidaten vom Lokalisations-algorithmus zurückgeliefert werden.Skalierungen (zentrische Streckungen) von Polygonen sollen nach Möglichkeit von derVergleichsfunktion in jedem Fall berücksichtigt werden, da ein Laserscanner Entfernungenmessen kann. Unterschiedlich �groÿe� Polygone und Skelette sind von ihm also immerunterscheidbar.Zusammenfassend sind also folgende Eigenschaften einer Vergleichsfunktion gefordert:. Geringe Emp�ndlichkeit gegenüber Meÿfehlern und verrauschten Eingabedaten(�Noise� ). Translationsinvarianz. Rotationsinvarianz, falls kein Kompaÿ zur Verfügung steht. Sensitivität gegenüber SkalierungenSelbst wenn man Distanzfunktionen gefunden hat, die allen diesen Anforderungengenügen, gibt es noch etliche Schwierigkeiten bei der Anwendung des Verfahrens in derPraxis. Dies wird eingehend in Kapitel 4.1 am Ende dieser Arbeit beschrieben, wenn einigeErkenntnisse über Eigenschaften verschiedener Ähnlichkeitsfunktionen vorliegen.1.3 Morphologische Verfahren im ÜberblickIm Abschnitt 1.2.3 wurden einige Probleme genannt, die im Zusammenhang mit prak-tischen Anwendungen des zuvor vorgestellten Ansatzes auftreten. Für die Bewältigungderartiger Schwierigkeiten steht eine Reihe von Verfahren zur Verfügung, die in diesemAbschnitt in einer Übersicht vorgestellt werden sollen. Ähnlichkeitsmaÿe bilden die Grund-lage fast aller dieser Verfahren. Deshalb wird zuvor ihre De�nition etwas ausführlicherbehandelt.1.3.1 Geometrische TransformationenZu Anfang ist genau festzulegen, was für Manipulationen auf welchen Objekten zugelassensind:Objekte können allgemein auf zwei Arten angegeben sein: einmal in einer unstruktu-rierten Form als Punktmengen, zum Beispiel�x 2 R2 : d2(x; p) � 50	



12 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGfür irgendeinen Punkt p. Normalerweise liefern Scanner und andere mit �Sinnesorganen�ausgestattete technische Geräte Teile solcher Punktmengen (z.B. die Auftre�punkte ei-nes Laserstrahls) als Beschreibung der Umwelt, die sie wahrgenommen haben. Aufgabeeines Merkmalsinterpreters oder -extrahierers ist es dann, diese Meÿpunktwolken in diezweite Form der Beschreibung von Objekten zu überführen: in eine strukturierte Form, inder Objekte nicht ausschlieÿlich quantitativ, sondern auch qualitativ durch Angabe ihrerEigenschaften beschrieben werden. Zum Beispiel von oben paÿt die AngabeKreis um p mit Radius 50 .Solche Angaben sind vor allem geometrische Formen, wie Polygone oder Ellipsen, zusam-mengesetzte Figuren, Kurven stetiger Funktionen u.v.m.Gleichwohl gibt es für jedes geometrische Objekt eine Darstellung als Punktmenge.Das ist wichtig für die theoretische Behandlung von Objekten, da viele Aussagen Formu-lierungen über Punktmengen sind.Transformationen sind ganz allgemein Abbildungen t : O �! O, wobei O für die obenbeschriebene zulässige Menge von Objekten steht. Man kann sie einteilen anhand der Artund Weise, wie sie auf Objekte wirken:De�nition 1.10 (Euklidische Transformation) Transformationen, unter denen dasBild zum Urbild kongruent ist, heiÿen Euklidische oder starre Transformationen.Euklidische Transformationen verändern also ausschlieÿlich die Lage eines Objektes. Dastri�t zum Beispiel zu für Translationen (Verschiebungen), Rotationen (Drehungen), Re-�exionen (Spiegelungen) oder sämtliche Kombinationen aus diesen Grundoperationen. ImGegensatz dazu verändert eine Skalierung (d.h. eine zentrische Streckung) die �Gröÿe�eines Objektes. Für ein Polygon beläÿt sie jedoch die Verhältnisse der Seiten zueinandersowie sämtliche Innenwinkel unverändert. Man erhält nach der Anwendung einer solchenOperation also ähnliche Objekte und verallgemeinert daher obenstehende De�nition zu:De�nition 1.11 (Ähnlichkeitstransformation) Transformationen, die ein Objekt aufein (im streng geometrischen Sinne) ähnliches Objekt abbilden, heiÿen Ähnlichkeit-stransformationen.Sie verändern Lage und Gröÿe eines Objektes, aber � anschaulich gesprochen � nichtdessen Form und sind aus Euklidischen Transformationen und Skalierungen zusammen-gesetzt. Die zugehörigen Abbildungen t : O �! O lassen sich algebraisch durch Vektor-addition, Skalarmultiplikation und Matrixmultiplikation (Drehmatrizen) ausdrücken.Viele in der Praxis vorkommende Transformationen besitzen eine nützliche Eigen-schaft, die wir desöfteren benötigen werden:De�nition 1.12 (umkehrbare Transformation) Eine Transformation t 2 T heiÿtumkehrbar (in T ), wenn es eine Transformation t�1 2 T gibt, so daÿ gilt:8A2O t�1(t(A)) ist identisch mit A:Das tri�t zum Beispiel zu für Rotationen, Translationen und Skalierungen, mit denen wiruns hauptsächlich beschäftigen werden.



1.3. MORPHOLOGISCHE VERFAHREN IM ÜBERBLICK 131.3.2 Distanz- und ÄhnlichkeitsfunktionenUnter einer Distanzfunktion verstehen wir eine Abbildung d : O2 �! R, die wie üblichjedem Paar (A;B) von Objekten eine reelle Zahl zuordnet mit den Minimaleigenschaften8A;B 2 O : d(A;B) � 0 (1.1)8A 2 O : d(A;A) = 0 (1.2)8A;B 2 O : d(A;B) = d(B;A) (1.3)Zusammen mit der Identitätseigenschaft (1.4) sowie der Dreiecksungleichung (1.5) wirdaus der Distanzfunktion eine Metrik:8A;B 2 O : d(A;B) = 0 =) A � B (1.4)8A;B;C 2 O : d(A;B) + d(B;C) � d(A;C) (1.5)Bereits aus (1.2), (1.3) und (1.5) folgt die (schwache) Positivität (1.1), denn8A;B2O d(A;B) = 12(d(A;B) + d(B;A)) � 12d(A;A) = 0:Die Formel A � B in (1.4) weist hin auf den Unterschied zwischen Identität vonObjekten (das ist die Übereinstimmung ihrer Punktmengen in Koordinaten) und derengleiche äuÿere Form (Kongruenz, Ähnlichkeit). Er geht auf die Erkenntnis zurück, daÿEntfernungen zur Modellierung von Ähnlichkeit notwendig, aber unzureichend sind, dasie Verschiebungen und andere formerhaltende Transformationen in unerwünschter Weiseberücksichtigen. Daher wird noch ein zweites Maÿ benötigt. Zunächst können wir wie folgtdie �Aufgabe� von Distanzfunktionen beschreiben:Vereinbarung 1.13 (intuitiv) Distanzfunktionen messen ausschlieÿlich Entfernungenvon Objekten. Die Formel A � B bedeutet punktweise Identität der Mengendarstellungenvon A und B, und wir sagen: A und B sind identisch.So kann zum Beispiel für eine umkehrbare Transformation t geschrieben werden (vgl.De�nition 1.12): t�1(t(A)) � A.Die Figuren in Abbildung 1.7(a) haben einen von Null verschiedenen und mehr oderweniger deutlichen Abstand, sind aber kongruent.Wie kann nun die o�ensichtliche Ähnlichkeit der beiden Objekte in Abbildung 1.7(a)beschrieben werden? Auch hier macht die Intuition Vorgaben für spätere De�nitionen:Die Frage ist o�enbar, ob man durch geeignete Manipulationen an den Objekten dieseineinander überführen kann, so daÿ sie anschlieÿend identisch sind in oben beschriebe-nem Sinne, also übereinanderliegen. Das hängt in entscheidendem Maÿe davon ab, welcheManipulationen konkret zugelassen sind. Geben wir uns also eine Menge T von Trans-formationen vor, die auf Objekte zur Feststellung ihrer Ähnlichkeit angewendet werdendürfen. In Bild 1.7(a) ist es allein durch starre Transformationen möglich, die Figurenexakt zur Deckung zu bringen. Danach haben sie also den Abstand Null. Die Polygone inBild 1.7(b) sind hingegen durch derartige Bewegungen nicht ineinander überführbar; imFall einer metrischen Distanzfunktion wird ihr Abstand immer positiv sein. Als Zusam-menfassung halten wir fest:



14 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

(a) (b)Abbildung 1.7: Sehr ähnliche, aber weit entfernte (a) und recht verschiedene, aber nahbeieinanderliegende Objekte (b)De�nition 1.14 (Ähnlichkeitsfunktion) Sei T eine nichtleere Menge von umkehr-baren Transformationen. Eine Abbildung s : O2 �! R heiÿt Ähnlichkeitsfunktion(auf O), wenn sie die folgenden Bedingungen erfüllt:8A;B 2 O : s(A;B) � 0 (1.6)8A;B 2 O : A und B sind durch Transformationen (1.7)aus T ineinander überführbar =) s(A;B) = 08A;B 2 O : s(A;B) = s(B;A) (1.8)Da die Umkehrbarkeit der Transformationen aus T gefordert ist, ist es äquivalent, ob Avermöge der Operationen in T in B überführbar ist oder umgekehrt. Das rechtfertigt dieSchreibweise in (1.7).Wie bei Distanzfunktionen kann man zusätzlich die Umkehrung von (1.7) sowie eineDreiecksungleichung fordern; dann könnte man von �metrikähnlichen Eigenschaften� derÄhnlichkeitsfunktion sprechen.Eine spezielle Form von Ähnlichkeitsfunktionen ist folgendermaÿen gegeben:De�nition 1.15 (induzierte Ähnlichkeitsfunktion) Seien T eine nichtleere Mengevon Transformationen und d eine Distanzfunktion. Die Abbildungsd : O2 �! R; sd(A;B) := inft1;t22T d(t1(A); t2(B))heiÿt die von d induzierte Ähnlichkeitsfunktion.Da die Menge T der Transformationen meist in gröÿerem Kontext vorgegeben ist, soll siein der Bezeichnung der Ähnlichkeitsfunktion nicht explizit genannt werden.Bemerkungen zu De�nition 1.15.1.) Für A;B 2 O ist die MengeM := fd(t1(A); t2(B)) 2 R : t1; t2 2 T g



1.3. MORPHOLOGISCHE VERFAHREN IM ÜBERBLICK 15nicht leer (da T 6= ;) und durch Null nach unten beschränkt, also existiert das inder De�nition gebildete In�mum.2.) Es kann im allgemeinen nicht durch das Minimum ersetzt werden, da minM nichtzu existieren braucht: Wählt man (als theoretisches Beispiel) O := R2 , A := (1; 1),B := (�2;�2), für d den Euklidischen Abstand von Punkten und schlieÿlich T alsdie Menge aller Punktverschiebungen, die nicht die y-Achse schneiden, die also8x;y2R8<: x > 0 ) t(x; y) 2 R>0 � R;x = 0 ) t(x; y) 2 f0g � R undx < 0 ) t(x; y) 2 R<0 � Rerfüllen, dann gilt infM = 0 =2 M , da die Punkte A und B durch die y-Achsegetrennt sind.3.) Die Abbildung sd ist tatsächlich eine Ähnlichkeitsfunktion im Sinne von De�niti-on 1.14, denn die geforderten Eigenschaften (1.6), (1.7) und (1.8) folgen auf trivialeWeise aus den Eigenschaften (1.1), (1.2) und (1.3) der Distanzfunktion d. Das giltnicht allgemein für die Dreiecksungleichung: Es lassen sich leicht �entartete� Trans-formationen wie in Bemerkung 2 de�nieren, die sie verletzen, obwohl die Distanz-funktion selbst ihr genügt. Gleiches gilt für die Umkehrung von (1.7). Ein möglicherGrund ist wiederum, daÿ das Minimum der Menge M nicht existieren braucht unddaher infM =2M gelten kann.4.) In vielen Fällen wird sd einfacher in der Forms0d(A;B) = inft2T d(t(A); B)de�nierbar sein. Dies zerstört im allgemeinen jedoch die Symmetrie: Betrachten wirwieder das Beispiel aus Bemerkung 2. Hier gilt:s0d(A;B) = inft2T d(t(A); B) = 2; s0d(B;A) = inft2T d(t(B); A) = inft2T d(A; t(B)) = 1:Im übrigen sei gesagt, daÿ eine intuitive Ähnlichkeitsfunktion ein �Unähnlichkeitsmaÿ�sein sollte: Je gröÿer der Wert s(A;B), desto unähnlicher werden A undB sein. Wir werdentrotzdem vom Ähnlichkeitsmaÿ oder kurz von der Ähnlichkeit s(A;B) sprechen, um dieseZahl von einer Entfernung d(A;B) abzugrenzen.In der Literatur (z.B. in [AG96]) werden solche Ähnlichkeitsabbildungen häu�g alsinvariant unter den Transformationen T bezeichnet: Solange zwei identische Objekte Aund B nur vermöge der Operationen in T zu Bildern A0 und B0 bewegt, verformt etc.werden, gilt s(A0; B0) = 0. In Abschnitt 1.2.3 wurde begründet, daÿ Funktionen für denVergleich von Sichtbarkeitsskeletten translations- und eventuell auch rotationsinvariantsein sollten.Der Sinn dieses Teilabschnitts 1.3.2 war es, darauf hinzuweisen, daÿ der Begri� �Di-stanz� in verschiedenen Bedeutungen gebraucht werden kann und daÿ man bei Diskus-sionen über Distanz- und Ähnlichkeitsfunktionen stets wissen sollte, ob man gerade voneinem (Euklidischen) Abstand oder einer Distanz im Sinne von �Ähnlichkeit� spricht. Es



16 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGhat sich allerdings in der algorithmischen Geometrie nicht durchgesetzt, diese Begri�esauber zu trennen, sondern sich auf die Eindeutigkeit des Kontextes zu verlassen. Daherwird oft der Begri� �Distanzfunktion� auch im Sinne einer Ähnlichkeitsfunktion gebrauchtund damit die Vereinbarung 1.13 nicht streng eingehalten.1.3.3 MatchingGegeben sei eine feste Ähnlichkeitsfunktion s. Aufgabe von Matchingverfahren ist es, zueiner Objektmenge O und einem Objekt A =2 O dasjenige Objekt B aus O zu �nden, dasA am ähnlichsten ist. Ebenso interessiert dann das Ähnlichkeitsmaÿ s(A;B), d.h. gesuchtist minB2O s(A;B):Zu Beginn von Abschnitt 1.3.1 wurde erläutert, daÿ Objekte auf zwei verschiedene Ar-ten angegeben werden können. Demgemäÿ unterteilt man die Matchingverfahren in zweiGruppen: Beim Shape-Matching liegen Objekte als geometrische Strukturen vor. In die-sem Fall können andere Verfahren aus der Geometrie, z.B. Polygonalgorithmen, zu Hilfegenommen werden.Komplizierter ist das Point-Pattern-Matching : Hier hat man es mit Objekten in Form(unstrukturierter) Punktmengen zu tun. Dann kommen oft Sweep-Verfahren, lineare Pro-gramme und andere Algorithmen zur Anwendung. Manchmal kann das Matching-Problemauf eine Extremwertaufgabe zurückgeführt werden. Das ist besonders dann der Fall, wenndie gegebene Ähnlichkeitsfunktion von einer Distanzfunktion induziert ist; vgl. De�niti-on 1.15.Eine Variante des Matchings stellt sich die Aufgabe, zu zwei gegebenen Objekten eineFolge von Ähnlichkeitstransformationen anzugeben, die das eine dem anderen möglichstähnlich machen. Anschaulich gesprochen, soll das erste Objekt solange verschoben, ge-dreht oder skaliert werden, bis es so über dem zweiten liegt, daÿ ihr Abstand im Sinneeiner Distanzfunktion möglichst klein ist. Auch hierbei ist der Zusammenhang zu Ähnlich-keitsfunktionen deutlich: Die Frage, wie gut sich Objekte ineinander überführen lassen,ist ein Maÿ für ihre Ähnlichkeit. Umgekehrt liefern �komfortable� ÄhnlichkeitsfunktionenHinweise darauf, wie ein möglichst gutes Matchen der Argumente zu erfolgen hat: Be-trachten wir wieder die De�nition 1.15. Dort werden auf die Objekte A und B zuerstÄhnlichkeitstransformationen aus einer Menge T angewandt, bevor eine Distanzfunktionihren verbliebenen geometrischen Abstand miÿt. Die Folge jener Transformationen könntesich auch als Ausgabe eines Matchingalgorithmus' eignen. In Kapitel 2 werden Beispielefür diese Gemeinsamkeiten genannt.Allerdings sind die Anforderungen an Matchingverfahren im allgemeinen gröÿer alsdie an Ähnlichkeitsfunktionen in folgendem Sinne: Letztgenannte haben lediglich die Ver-p�ichtung, intuitive Ähnlichkeit zu modellieren und dabei möglichst metrikähnliche Ei-genschaften zu haben. Das läÿt noch viele Freiheiten o�en, wie die zahlreichen Ansätzezur De�nition von Ähnlichkeitsfunktionen beweisen. Ein Matchingalgorithmus muÿ hin-gegen genau angeben, wie das Überführen der Objekte vor sich gehen muÿ, und dafürgibt es oft nur eine Möglichkeit. Der Output ist also deutlicher vorherbestimmt, währenddie konkrete Zahl, die zwei Polygonen etc. als Ähnlichkeitsmaÿ zugewiesen wird, immernoch relativ willkürlich ist.



1.3. MORPHOLOGISCHE VERFAHREN IM ÜBERBLICK 17In dieser Arbeit wird es um Matching-Verfahren gehen, wenn im Rahmen der Ro-boterlokalisation ein Anfrageskelett mit den Zellskeletten einer Szene zu vergleichen undmöglichst ähnliche Skelette zurückzuliefern sind.1.3.4 Einbettung (Embedding)Gegeben sei wiederum eine Ähnlichkeitsfunktion u. Weiterhin liegen eine Szene S und einAnfrageobjekt A vor. Die Frage ist, ob es in S einen Ausschnitt gibt, der A ähnlich ist,und wo sich dieser gegebenenfalls be�ndet. Auÿerdem könnte interessieren, wie groÿ dieÄhnlichkeit mit der Einbettungsstelle ist. Diese kann etwa als Teilmenge von S angegebenwerden, so daÿ die formale Problemstellung lautet:Bestimme minS�S u(A; S):Diese Aufgabe ist auch als �partial Mapping� bekannt. Sie ist gewissermaÿen eine rea-lere Variante des Matchings aus dem vorigen Abschnitt: Eine Umgebung ist nicht vonvorneherein geclustert in einzelne Objekte, sondern im schlimmsten Fall als eine groÿePunktmenge gegeben. Handelt es sich jedoch um eine Szene wie in Kapitel 1.1, so kanndas Einbettungsproblem auf das des Matchings zurückgeführt werden. Dann brauchennämlich nur die Einzelobjekte der Szene mit A verglichen werden. Diese Situation liegtzum Beispiel bei der Anfrage im Lokalisationsalgorithmus vor. Im allgemeinen ist es mög-lich, daÿ das Anfrageobjekt zusammengesetzt ist und daher nicht auf ein Objekt, sondernauf eine Kombination aus mehreren Objekten der Szene abzubilden ist.1.3.5 Vereinfachung (Simpli�cation)Viele Meÿgeräte der Praxis, wie Entfernungsmesser oder Scanner, liefern zu detaillierteDaten zurück, die zudem mit Ungenauigkeiten behaftet sind. Andererseits kann es sein,daÿ reale Strukturen, z.B. im Bauwesen, in idealer Form konstruiert waren und dennochwinzige Unregelmäÿigkeiten aufweisen, die etwa ein Laserscanner unerwünschterweise er-kennt. Man denke hier beispielsweise an eine Wand, die in einer festen Höhe als geradeLinie wiedergegeben werden soll. In Wirklichkeit erhält man vom Scanner Punkte, die nurnäherungsweise auf einer Geraden liegen.Wie schon früher angedeutet, müssen nun Extraktionsprogramme diese Daten auswer-ten und dabei in der Regel Vereinfachungen oder Approximationen durchführen. Formalist ein (kompliziertes) Objekt A gegeben und ein Katalog von Bedingungen, die bei derVereinfachung nicht verlorengehen dürfen. Gesucht ist ein �möglichst einfaches� Objekt ~A,das (gerade noch) die Bedingungen erfüllt.�Möglichst einfach� könnte bedeuten: weniger Punkte (im Fall einer Punktwolke), we-niger Ecken (im Fall eines Polygons), konvex (für eine �fast konvexe� Figur), wenigerKanten (im Fall eines Graphen) etc. Die gestellten Bedingungen ergeben sich meist ausder konkreten Anwendung bzw. daraus, daÿ laut zugrundeliegender Theorie nur bestimm-te Objekte in Frage kommen. Beispiele dafür sind: Kanten müssen zwischen Hindernissenhindurch verlaufen, Zusammenhangseigenschaft eines Graphen (bei einer Kantenreduzie-rung) etc.In der Roboterlokalisation hat man es mit Vereinfachungen zu tun, wenn, wie in Ab-schnitt 1.2.3 angedeutet, zu detaillierte (kleine) Sichtbarkeitszellen des Preprocessings



18 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGoder auch ein mit Meÿpunkten überhäufter Scan auf das wesentliche zu reduzieren sind.Das Ziel ist hierbei eine Verringerung der praktischen Komplexität des Algorithmus'. Aberauch die Reduktion des Sichtbarkeitspolygons eines Kartenpunktes auf das Sichtbarkeits-skelett ist ein Beispiel einer (Struktur-)Vereinfachung. Die einzuhaltende Bedingung isthier, daÿ die Menge aller sichtbaren Szenenecken nicht verändert wird. Der genaue sicht-bare Teil einer teils verdeckten Szenenkante wird vereinfacht zur Gleichung der Geraden,auf der die Kante liegt (Label).Eine formale Spezi�kation dieses Problems ist schwierig; Bild 1.8 zeigt statt dessen einBeispiel.

Abbildung 1.8: Vereinfachung eines Weges durch einen Hindernisraum1.3.6 MorphingAuch beim Morphing (�Verwandlung� ) ist es das Ziel, aus einem Objekt A ein Objekt ~Azu machen. Im Gegensatz zur Vereinfachung ist aber hier das Zielobjekt ~A konkret vorge-geben. Dieses Verfahren kommt zum Beispiel in der Filmindustrie und bei Animationenzur Anwendung: Bewegungen von Trick�guren sind nichts anderes als Verwandlungen ei-ner Körperhaltung in eine andere bei gleichzeitiger Verschiebung der Figur. Dabei müssenetliche Zwischenzustände angegeben werden, um eine �üssige Bewegung zu erreichen. For-mal sind also zwei Objekte A und ~A sowie eine Menge T zulässiger Operationen gegeben;gesucht ist eine Folge (ti 2 T )ni=2 von Transformationen und daraus resultierende ObjekteCi (1 � i � n) mit C1 = A; Ci = ti(Ci�1) (2 � i � n); Cn = ~A:Man erkennt sofort einen Zusammenhang zu Ähnlichkeitsfunktionen: Je ähnlicher A und~A sind, desto geringer wird der Aufwand zur Umwandlung von A in ~A sein. Nach [AG96]können daher Morphing-Techniken auch zur De�nition von Ähnlichkeitsfunktionen be-nutzt werden. Das Morphing unterscheidet sich vom Matching aus Kapitel 1.3.3 dadurch,daÿ die Menge zulässiger Objektmanipulationen a priori nicht beschränkt ist.



Kapitel 2Ähnlichkeitsfunktionen für sternförmigePolygoneIn diesem Kapitel werden konkrete Verfahren vorgestellt, wie man die Ähnlichkeit stern-förmiger Polygone messen kann. Dabei ist stets auch die Fragestellung zu untersuchen,wie die speziellen Gegebenheiten der Sichtbarkeitspolygone und -skelette bzw. der Ro-boterlokalisation überhaupt ausgenutzt werden können, um ein e�zientes und qualitativbrauchbares Verfahren zu erhalten.Das allgemeine Prinzip, Ähnlichkeits- oder Distanzfunktionen für bestimmte (nichtnotwendigerweise mathematische) Objekte zu entwerfen, läÿt sich wie folgt charakterisie-ren:Es existieren bereits Abstandsbegri�e für die verschiedensten Strukturen der Mathe-matik, so etwa für Zahlen, Punkte der Euklidischen Ebene, für Mengen oder für (stetige)Funktionen. Daher versucht man, andere Objekte, wie zum Beispiel Polygone, in eineDarstellung oben genannter Strukturen zu überführen, um anschlieÿend deren Ähnlich-keit festzustellen.Einige naive Möglichkeiten, die nur der Veranschaulichung des Prinzips dienen, sindin Tabelle 2.1 aufgeführt. Unter der �Ähnlichkeit� von Zahlen bzw. Punkten ist dabei ihrDi�erenzbetrag bzw. ihr Abstand zu verstehen.Verwendete Struktur Polygon repräsentiert durch : : :Reelle Zahl seinen FlächeninhaltPunkt des R2 seinen SchwerpunktMenge von Punkten des R2 seine EckenmengeTabelle 2.1: Unterschiedliche PolygondarstellungenDie Qualität einer auf diese Weise gewonnenen Ähnlichkeitsfunktion für Polygonewird in entscheidendem Maÿe davon abhängen, wie sehr die gewählte Darstellung auf dieGestalt des Polygons und auf die Belange der Anwendung Rücksicht nimmt. Das ist beider Repräsentation durch den Flächeninhalt nur sehr eingeschränkt der Fall. Wesentlichbessere Chancen hat man, wenn man die Polygone in eine funktionale Darstellung bringt,wie im folgenden demonstriert wird. 19



20 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONE2.1 Ein Ansatz über innere AbständeWie in Kapitel 1 angedeutet, sollten Ähnlichkeitsfunktionen, die in der Roboterlokalisa-tion angewendet werden, translations- und rotationsunabhängig sein, d.h. Polygone ohneRücksicht auf deren Lage vergleichen können. Wir de�nieren daher T als die Menge allerTranslationen entlang beliebiger Vektoren sowie aller Rotationen um beliebige Punkteund Winkel in der Ebene. Im Sinne von Kapitel 1.3.2 suchen wir nun formal nach einerÄhnlichkeitsfunktion s der Gestalts(A;B) := inft1;t22T d(t1(A); t2(B)):2.1.1 Die PolarkoordinatenfunktionDie Sichtbarkeitspolygone und -skelette, die bei der Roboterlokalisation auftreten, sindsternförmig und liefern mit dem Anfragepunkt p auch gleich einen Kernpunkt mit. DerLaser-Radar befand sich bei der Gewinnung dieser Polygone an der Stelle p und hat inregelmäÿigen Winkelabständen von 0� bis 360� die Entfernung zum Auftre�punkt desLaserstrahles gemessen. Da der Strahl stets auf genau einen Punkt der Szene tri�t (abge-sehen von dem Fall zu geringer Reichweite, in dem gar keine Auftre�entfernung vorliegt),wird so jedem Winkel im Intervall [0; 2�] eindeutig eine reelle Zahl als Entfernung zuge-ordnet. Dies legt die Betrachtung als Funktion nahe und ergibt damit eine funktionaleDarstellung von sternförmigen Polygonen. Bild 2.1 zeigt ein Beispiel.

p
(a) '

r(')

(b)Abbildung 2.1: Ein Polygon mit Kernpunkt (a) und die Entfernung r der Peripheriepunkteals Funktion vom Winkel ' (b)Man kann die Funktion auch wie folgt charakterisieren: Stellt man sich den Anfra-gepunkt p als Ursprung eines Koordinatensystems vor, so repräsentiert das Paar ('; r)



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 21mit dem Strahlwinkel ' und dem Abstand r eines Punktes q von p auf dem Polygonrandgenau die Polarkoordinaten von q. Daher bezeichnen wir die Funktion wie folgt:De�nition 2.1 (Polarkoordinatenfunktion) Seien P ein sternförmiges Polygon so-wie p ein Punkt im Kern. Bezeichne weiter für einen Winkel ' der Ausdruck q(') denSchnittpunkt desjenigen Strahls mit der Polygonperipherie, der in p startet und mit derpositiven Horizontalrichtung den Winkel ' (gegen den Uhrzeigersinn) einschlieÿt. Dannheiÿt die Funktion pkf : R �! R�0 ; pkf(') = d2(p; q('))die Polarkoordinatenfunktion (Abk. PKF) von P (bez. p).Bemerkungen.1.) In Abschnitt 2.1.3.1 auf Seite 23 wird sich herausstellen, daÿ es sinnvoll ist, für pauch Randpunkte des Kerns zuzulassen. In diesem Fall ist pkf formal nicht auf ganz[0; 2�] de�niert, nämlich an den Stellen nicht, für deren Winkel der Laserstrahl miteiner Kante kollinear verläuft. Um die Notationen nicht zu verkomplizieren, gehenwir � wenn nicht explizit das Thema der Kollinearität behandelt wird � von einemPunkt p im Kerninnern aus.2.) Für die Bestimmung des Funktionswertes pkf(') wurde der Euklidische Abstand d2von Punkten gewählt, da er translations- und rotationsinvariant ist. Diese Eigen-schaft gilt zum Beispiel nicht für die ebenfalls gebräuchlichen Abstandsbegri�e d1und d1.3.) Die PKF eines Polygons ist rotationsabhängig, solange man immer die positive x-Achse als Nullrichtung benutzt. Eine Drehung des Polygons entspricht dann einerVerschiebung des Graphen entlang der x-Achse (waagerecht).4.) Bis auf Translationen und Rotationen ist die Darstellung eines Polygons durch seinePKF jedoch eindeutig; siehe auch Abschnitt 2.3.1.5.) Die Funktion pkf ist natürlich 2�-periodisch, weshalb wir uns auf den Ausschnittpkf ��[0;2�] beschränken können. Aus technischen Gründen erwies es sich aber alsbesser, pkf auf ganz R zu de�nieren.2.1.2 Analytische BeschreibungIm folgenden soll die Polarkoordinatenfunktion in Form einer Gleichung angegeben wer-den. Dazu betrachte man Bild 2.2. Jedes sternförmige Polygon läÿt sich anhand einesKernpunktes in Sektoren zerlegen (triangulieren). Der Funktionswert von pkf an denRändern Pi; Pi+1 eines Sektors ergibt sich aus den Abständen jpPij und jpPi+1j; im Innerneines Sektors gilt für einen Punkt P und die im Bild bezeichneten Gröÿenr(')sin � = jpPijsin " ; d.h. r(') = sin�sin(� � ('+ �)) � jpPij:



22 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONE
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(b)Abbildung 2.2: Sektorenzerlegung eines Polygons (a); ein Ausschnitt (b)Faÿt man alle innerhalb eines Sektors konstanten Gröÿen zu c := sin� � jpPij zusammen,so erhält man r(') = csin('+ �) : (2.1)Man beachte, daÿ ' hier zunächst ein lokaler Winkel innerhalb des Sektors ist. Es giltr(0) = c= sin� = jpPij und r(�) = sin �= sin
 � jpPij = jpPi+1j.Die gesamte Funktion pkf ist damit eine stetige Funktion, denn sie ist lückenlos ausstetigen Funktionen der Form (2.1) zusammengesetzt; an den Rändern haben angrenzendeSektoren jeweils gleiche Funktionswerte.Ausnahmen sind diejenigen Stellen ', für die der Strahlwinkel kollinear mit einerPolygonkante verläuft, wenn also p auf dem Rand des Kerns liegt. In diesem Fall hatder Graph an jeder solchen Stelle einen Sprung, dessen Höhe genau mit der Länge derkollinearen Kante übereinstimmt.Zur Analyse des Kurvenverlaufs der Funktion lassen sich die Kanten des Polygonsbezüglich p in zwei Klassen einteilen:1. Kanten, entlang denen der Abstand zu p streng monoton wächst oder fällt. Das sinddie Kanten, die nicht den Fuÿpunkt des Lots durch p auf die unterstützende Geradeenthalten (z.B. Kante PjPj+1 in Abbildung 2.2(a)).2. Kanten, in deren Innern der Abstand zu p ein lokales Minimum besitzt. Das sinddie Kanten, auf die sich p senkrecht projizieren läÿt (z.B. Kante PiPi+1 in Abbil-dung 2.2(a)). Die Projektion von p gibt die Stelle des lokalen Minimums an.Im Innern von Kanten gibt es keine lokalen Maxima der Abstände.



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 23Betrachtet man die Ecken des Polygons, so läÿt sich zeigen, daÿ lokale Maxima höch-stens an Konvexecken auftreten; unter anderem immer dann, wenn der anliegende Innen-winkel kleiner als 90� ist. Lokale Minima können (auÿer im Innern von Kanten) nur anKonkavecken auftreten; unter anderem immer dann, wenn der Innenwinkel gröÿer als 270�ist. Für alle Winkelgröÿen dazwischen kommt es auf die spezielle Lage von Kernpunkt zuEckpunkt an.Jede Ecke des Polygons de�niert im Graphen eine Übergangsstelle, an der sich dieGleichung der Funktion ändert und an der sie (falls der anliegende Innenwinkel von 180�verschieden ist) im allgemeinen nicht di�erenzierbar ist. An allen anderen Stellen imIntervall [0; 2�] ist die PKF konvex, denn es gilt für die Funktion f(x) = 1= sinx:f 0(x) = � cos xsin2 x ; f 00(x) = 1 + cos2 xsin3 x :Da 0 < '+ � < � gilt, ist f 00('+ �) > 0 für alle '.2.1.3 Ableitung einer ÄhnlichkeitsfunktionWir wollen nun die Ähnlichkeit sternförmiger Polygone über ihre Polarkoordinatenfunk-tionen messen. Dazu muÿ zunächst für beide Polygone der Parameter der Funktionen �der jeweilige Kernpunkt p � �xiert werden. Ist das geschehen, kann man den Abstand dernun festgelegten Graphen mit einem geeigneten Distanzmaÿ für Funktionen bestimmen.Die Auswahl des Funktionsparameters p ist wesentlich für die Qualität der entstehen-den Ähnlichkeitsfunktion, weshalb ihr groÿe Aufmerksamkeit gewidmet werden muÿ.2.1.3.1 Die Festlegung des Kernpunktes pZu Beginn dieses Kapitels wurde daran erinnert, daÿ durch die speziellen Umstände derRoboterlokalisation zu einem sternförmigen Anfrageskelett stets auch ein Kernpunkt � derAnfragepunkt � bekannt ist. Dieser ist aber für unsere Zwecke nicht geeignet: Variiert dieAnfrageposition innerhalb einer Sichtbarkeitszelle, so ist das zugehörige Skelettpolygonstets dasselbe, während sich die Lage dieses speziellen Kernpunktes relativ zum Polygonverändert. Damit verändert sich auch der Graph der PKF für ein und dasselbe Polygon �ein Umstand, der eine grundlegende Metrikeigenschaft verletzen würde: Identische (d.h.kongruente) Polygone sollten dieselbe Polarkoordinatenfunktion haben, damit später ihrÄhnlichkeitsmaÿ 0 gesichert ist.Fassen wir noch einmal die Anforderungen an p zusammen:1. p muÿ ein Kernpunkt sein.2. Die Bestimmung von p muÿ deterministisch sein.3. Die Lage von p relativ zum Polygon muÿ unabhängig sein von Verschiebungen oderDrehungen des Polygons.4. Die Bestimmung von p sollte unemp�ndlich sein gegenüber verrauschten Eingabe-daten, z.B. Zickzacklinien anstelle glatter Polygonkanten.



24 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEDie ersten drei Punkte legen die Verwendung des Schwerpunktes des Kerns nahe. Dashat sich allerdings als unzureichend erwiesen. Man betrachte hierzu Bild 2.3. Der Kernselbst (schattiert) und damit auch sein Schwerpunkt K sind stark von unglatten Polygon-kanten beein�uÿbar, auch wenn der Grad des Rauschens gering ist: Für die Kernbestim-mung sind die Innenwinkel an den durch das Rauschen entstandenen Ecken entscheidend,weniger die Längen der zusätzlichen Kantenstücke.

K = S
(a)

K X S
(b)Abbildung 2.3: Veränderung des Kerns ähnlicher Polygone durch verrauschte KantenDie Unemp�ndlichkeit gegenüber ungenauen Eingaben wäre mit dem Schwerpunkt S(siehe Bild) des gesamten Polygons erreicht, was aber im allgemeinen kein Kernpunkt ist.Es kann folgender Kompromiÿ gefunden werden:Festlegung 2.2 (Kernpunktwahl) Liegt der Schwerpunkt S des Polygons P im Kern,so wähle man p := S; andernfalls wähle man den Punkt auf dem Rand des Kerns, derzum Schwerpunkt den geringsten Abstand hat.Dazu kann man wie folgt vorgehen (Abbildung 2.3(b)):Man bestimmt parallel in einem Durchlauf über die Kanten des Kerns von P, ob sichS im Kern be�ndet und den Randpunkt X des Kerns, der S am nächsten ist. Dazu genügtes, sukzessive den Punkt jeder Kante zu bestimmen, der S am nächsten ist. Stellt sicham Ende heraus, daÿ S auÿerhalb liegt, hat man mit X bereits den Punkt des Kerns, derzu S den geringsten Abstand hat (ansonsten ist X irrelevant).Ein auf diese Weise bestimmter Kernpunkt erfüllt die Bedingungen 1 bis 3 vollständigund die Bedingung 4 in besserer Qualität, als es der Schwerpunkt des Kern tut, wiegesehen.Allerdings können diese Maÿnahmen nicht verhindern, daÿ durch das Rauschen derKern unter Umständen ganz verschwindet, wodurch die Polarkoordinatenfunktion nichtmehr de�niert ist. Wenn man unter Rauschen das Vorhandensein zusätzlicher Meÿpunkte



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 25entlang einer eigentlich glatten Linie versteht, dann ist die Gefahr des Verschwindens desKerns um so kleiner, je �acher die neu entstandenen Innenwinkel sind, d.h. je geringer derWert j���j für einen solchen Winkel ist. Sehr kleine (< 90�) und sehr groÿe Innenwinkel(> 270�) erzeugen sehr kleine Sichtbarkeitskegel, die zusammen mit anderen einen leerenSchnitt ergeben können. Bild 2.4(a) zeigt einen solchen Fall.
Kern = ;

(a)
K = S
(b)Abbildung 2.4: Extremfälle der Kernveränderung durch verrauschte KantenIm Fall der Roboterlokalisation, wo das Sichtbarkeitspolygon und später das Skeletteinem Laserscan entnommen werden, tritt der Extremfall aus Abbildung 2.4(a) allerdingsnie auf: Laser-Ungenauigkeiten wirken sich nur auf die gemessenen Entfernungen aus; dasPolygon, das durch die Verbindung der Laser-Meÿpunkte entsteht, ist natürlicherweisesternförmig.Die Bestimmung des schwerpunktnächsten Kernpunktes ist besonders bei uneinheit-lichem Rauschen sinnvoll, wie in Abbildung 2.3(b). Sind alle Seiten gleichmäÿig gestört(Bild 2.4(b)), so ändert sich der ausgewählte Punkt p zum ursprünglichen glatten Poly-gon unter Umständen gar nicht (d.h. K = S). Auch die Anzahl von fehlerhaften Meÿ-punkten hat keinen unmittelbaren Ein�uÿ auf die Qualität des Ergebnisses: Zwar könnenverrauschte Kanten relativ zu glatten Kanten beliebig lang werden, aber der von p ausabgedeckte Winkelbereich wird durch das Rauschen nicht verändert. Dadurch ist das Teil-intervall von [0; 2�], in dem die Polarkoordinatenfunktion eine verrauschte Kante darstellt,im wesentlichen dasselbe wie im unverrauschten Fall.12.1.3.2 De�nition der ÄhnlichkeitsfunktionLaut De�nition 2.1 beginnt die PKF ihre Abstandsmessung stets mit dem Punkt, derdurch einen nach rechts gerichteten Horizontalstrahl (beginnend in p) als Schnittpunktmit der Polygonperipherie gebildet wird. Damit zwei kongruente Polygone dieselbe Funk-tion erzeugen, muÿ eines so gedreht werden, daÿ ein fester Winkel ' als Argument für bei-1Dabei ist es wesentlich, daÿ das Argument der PKF der Winkel ist, den der Laserstrahl mit einerBezugsrichtung einschlieÿt. In Abschnitt 2.3.3 auf Seite 67 werden wir Alternativen dazu erläutern, diegegenüber uneinheitlichem Rauschen anfälliger sind.



26 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEde Funktionen korrespondierende Peripheriepunkte induziert. (Danach genügt eine reineTranslation, um die Polygone zur Deckung zu bringen.) Natürlich ist dieser Drehwinkel apriori nicht bekannt. Damit die gesuchte Ähnlichkeitsfunktion rotationsunabhängig wird,muÿ der Abstand beider Polarkoordinatenfunktionen über alle Wahlen solcher Drehwinkelminimiert werden.Analytisch läÿt sich eine Drehung eines Polygons durch eine Argumentverschiebungseiner PKF ausdrücken: Sind P und P 0 kongruent und ist P 0 gegenüber P um den Winkelt (gegen den Uhrzeigersinn) gedreht, so giltpkfP 0(') = pkfP('� t)für alle '. Vereinbaren wir nun noch, daÿ wir die Integralmetrik für stetige Funktionen(L2-Norm) als Abstandsmaÿ für die Polarkoordinatenfunktionen verwenden, dann läÿtsich eine metrische Ähnlichkeitsfunktion de�nieren:De�nition 2.3 (PKF-Distanz) Seien A und B zwei sternförmige Polygone, für dienach dem Verfahren aus Abschnitt 2.1.3.1 jeweils ein spezieller Kernpunkt festgelegt wur-de. Seien pkfA und pkfB die diesbezüglichen Polarkoordinatenfunktionen.Die Abbildungs(A;B) := mint2[0;2�]sZ 2�0 � pkfA('� t)� pkfB(')�2d'heiÿt PKF-Distanz für sternförmige Polygone.Satz 2.4 (PKF-Metrik) Die PKF-Distanz ist eine Ähnlichkeitsfunktion mit Metrikei-genschaften und wird daher im folgenden auch PKF-Metrik genannt.Für den Beweis dieser Aussagen benötigen wir noch einen Hilfssatz:Lemma 2.5 Für zwei Polarkoordinatenfunktionen pkfA und pkfB sowie beliebige Para-meter tA, tB und t 2 R gilt:Z 2�0 �pkfA('� tA)� pkfB('� tB)�2d' =Z 2�0 �pkfA('� tA � t)� pkfB('� tB � t)�2d':Beweis: Da die Funktionen pkf 2�-periodisch sind, ist auch die Funktion g(') :=(pkfA('� tA)�pkfB('� tB))2 2�-periodisch. Daher gilt R 2�0 g(')d' = R 2�0 g('� t)d' füralle t. 2Beweis zu Satz 2.4:0. Da die Funktionf : [0; 2�] �! R�0 ; f(t) =sZ 2�0 � pkfA('� t)� pkfB(')�2d'stetig und [0; 2�] kompakt ist, existiert das Minimum in der De�nition von s(A;B).



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 271.a SindA und B kongruent, so existiert ein t0 2 [0; 2�], um das A gedreht werden kann,so daÿ die Polygone dann nur durch eine Translation auseinander hervorgehen. IstA0 das Bild von A unter dieser Drehung, so gilt pkfA('� t0) = pkfA0(') = pkfB(')für alle ', also s(A;B) = 0.1.b Ist umgekehrt s(A;B) = 0, so existiert ein t0 2 [0; 2�] mit pkfA('� t0) = pkfB(')für alle '. Ist A0 das Polygon, das aus A durch Drehung um t0 hervorgeht, so giltpkfA0 � pkfB. Überlagert man die Kernpunkte von A0 und B, so kommen nachder De�nition der PKF sämtliche Peripheriepunkte von A0 und B zur Deckung (siehaben gleiche Polarkoordinaten). Also sind A0 und B und somit auch A und Bkongruent; im Sinne dieses Kontextes gilt �A = B� .2. Symmetrie: Sei tAB der Winkel, für den das Minimum in s(A;B) angenommen wird,und sei tBA := 2� � tAB. Dann gilt nach Lemma (2.5)s2(A;B) = Z 2�0 � pkfA('� tAB)� pkfB(')�2d'= Z 2�0 � pkfA('� tAB � tBA)� pkfB('� tBA)�2d'(�)= Z 2�0 � pkfA(')� pkfB('� tBA)�2d'� mint2[0;2�]Z 2�0 � pkfA(')� pkfB('� t)�2d'= s2(B;A);wobei in (�) die Tatsache tAB+ tBA = 2� sowie die 2�-Periodizität der Funktion pkfbenutzt wurden.Analog zeigt man s(B;A) � s(A;B) und erhält Gleichheit.3. Dreiecksungleichung: Der Beweis folgt einer Idee von Arkin et. al in [ACH+91]:Seien A, B und C entsprechende Polygone, und seien tAB und tBC die Werte für t,bei denen die Minima in s(A;B) bzw. s(B; C) angenommen werden. Wiederum nachLemma (2.5) gilts(A;B) + s(B; C) = sZ 2�0 � pkfA('� tAB)� pkfB(')�2d'+sZ 2�0 � pkfB('� tBC)� pkfC(')�2d'= sZ 2�0 � pkfA('� tAB � tBC)� pkfB('� tBC)�2d'+sZ 2�0 � pkfB('� tBC)� pkfC(')�2d'



28 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONE(��)� sZ 2�0 � pkfA('� tAB � tBC)� pkfC(')�2d'� mint2[0;2�]sZ 2�0 � pkfA('� t)� pkfC(')�2d'= s(A; C);wobei in (��) die Minkowski-UngleichungsZ ba f 2(x)dx+sZ ba g2(x)dx �sZ ba �f(x) + g(x)�2dxbenutzt wurde. 22.1.4 Berechnung der PKF-MetrikIn diesem Abschnitt soll die Implementation der vorgestellten Metrik einschlieÿlich einerLaufzeitanalyse genauer beschrieben werden.Zur Vorbereitung der eigentlichen Di�erenzberechnung sind drei Schritte nötig, diefür jedes der beiden Eingabepolygone P getrennt durchzuführen sind. Sei dabei k :=max(m;n) die gröÿere der beiden Eckenzahlen.1. Berechnung des Kerns von P. Dies kann mit einem Algorithmus zum Schnitt vonHalbebenen in O(k log k) Schritten geschehen. Ist der Kern leer, so ist die Eingabeabzulehnen.2. Berechnung des Schwerpunkts S von P. Dies kann in Zeit O(k) wie folgt geschehen:Mittels eines beliebigen Kernpunktes K berechnet man eine Triangulation von P,indemK mit allen Ecken verbunden wird. Von den entstandenen Dreiecken kann derSchwerpunkt Si über die arithmetischen Mittel der drei Eckpunkte gebildet werden.S ergibt sich dann als über die Flächeninhalte Ai gewichtetes Mittel der Si zuxS = Pi xSi � AiPiAi ; yS = Pi ySi � AiPiAi :3. Bestimmung eines speziellen Kernpunktes P nach dem Verfahren aus Abschnitt2.1.3.1. Da dieses den Test �Liegt S im Kern?� enthält, sind nochmals O(k) elemen-tare Schritte nötig.Dies ergibt zusammen einen Aufwand von O(k log k) Schritten. Falls in einer Szene mitmehreren Objekten gehäufte Ähnlichkeitsanfragen zu erwarten sind, so kann dieser Auf-wand als Teil eines Preprocessing-Schritts bestritten werden.Mit der Festlegung von p ist die Polarkoordinatenfunktion eines Polygons de�niert. Beider Berechnung der Funktionswerte beachte man, daÿ Formel (2.1) auf Winkeln operiert,die lokal für einen Sektor gelten (siehe Abschnitt 2.1.2). Bei der Übergabe eines globalenWertes ' 2 [0; 2�] als Argument von pkf ist vor der Anwendung der Formel der Startwinkeldes ersten Peripheriewinkels des Sektors (gegen den Uhrzeigersinn) abzuziehen.



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 29Nun ist gemäÿ De�nition 2.3 die L2-Norm der beiden PKF-Kurven über den Verschie-beparameter t zu minimieren. Aufgrund der relativ komplizierten Struktur der Polar-koordinatenfunktion kann die Auswahl aus allen reellen Werten von t leider nicht soeingeschränkt werden, daÿ sie e�zient implementierbar wird. Daher müssen zugunstender Praktikabilität Abstriche an den soeben bewiesenen Eigenschaften der Ähnlichkeits-funktion gemacht werden, indem man sich auf die näherungsweise Berechnung der Metrikbeschränkt. Dazu gibt es zwei sehr verschiedene Ansätze.2.1.4.1 Lineare ApproximationDie PKF ist allein durch die Angabe derjenigen Funktionswerte pkf(') eindeutig festge-legt, für die ' Abszisse einer Übergangsstelle ist, also einem Eckpunkt im ursprünglichenPolygon entspricht. Wir wollen diese Werte Stützstellenwerte nennen. Der Grund ist, daÿzwei benachbarte Stützstellenwerte pkf('i), pkf('i + �) die Lage zweier benachbarterPolygonecken bestimmen. Die dazwischenliegende Polygonkante ist damit festgelegt:pkfA('i) = pkfB('i) ^ pkfA('i + �) = pkfB('i + �) =) 8'2['i;'i+�] pkfA(') = pkfB(')Die Polarkoordinatenfunktionen zweier Polygone sind also genau dann identisch, wennsie in allen Stützstellenwerten übereinstimmen. Das hat die Konsequenz, daÿ für jede be-liebige (stetige) deterministische Approximation der PKF zwischen den Stützstellen dieÄhnlichkeitsfunktion aus De�nition 2.3 wieder eine Metrik ergibt: Die Identitätseigen-schaft gilt aufgrund des eben Gesagten und weil die ursprüngliche PKF-Metrik sie erfüllt.Die Beweise der Symmetrie und der Dreiecksungleichung aus Satz 2.4 haben in keinerWeise den Kurvenverlauf der PKF ausgenutzt, sondern im wesentlichen die Periodizität.Wir könnten also einfach die Stützstellen durch Strecken verbinden und erhielten eineneue, leichter berechenbare Metrik. In Abschnitt 2.1.2 wurde festgestellt, daÿ es Kantengibt, in deren Innern der Abstand zum Kernpunkt p ein lokales Minimum besitzt. Diesgilt dann auch für den Graphen im zugehörigen Winkelabschnitt. Um die Abweichungender approximierten zur exakten PKF gering zu halten, fügen wir an diesen Minima zu-sätzliche Stützstellen ein und verbinden dann jeweils benachbarte Stützstellen durch einGeradenstück. Damit haben wir erreicht, daÿ nur monotone Kurvenstücke durch Gera-den approximiert werden. Die entstehende stückweise lineare Funktion werde mit PKFlinbezeichnet.Es ist zu beachten, daÿ es zwischen benachbarten Stützstellen der ursprünglichen PKFhöchstens eine Minimumstelle gibt, da der Abstand der Peripheriepunkte eines Polygonsentlang einer Kante zum Kernpunkt höchstens an einer Stelle minimal ist. Sie lassen sichleicht identi�zieren:pkf 0(') = �c � cos('+ �)sin2('+ �) = 0() cos('+ �) = 0() ' = �2 � �Da ' im Intervall [0; �] variiert (vergleiche Abbildung 2.2(b)), liegt in einem Sektor genaudann ein lokales Minimum vor, wenn 0 < �=2�� < �. Dazu äquivalent ist die anschaulichsofort einsichtige Bedingung � < �2 ^ 
 < �2 :



30 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEDurch das Approximationsverfahren werden also maximal n neue Stützstellen in denGraphen eingefügt. Die Entsprechungen dieser Stellen im Polygon sind neue �Eck� punkte,die kollinear zu ihren beiden Nachbarn liegen. Sie beein�ussen weder den Kern noch denSchwerpunkt des Polygons, also auch nicht die Berechnung des speziellen Kernpunktes zuBeginn der Ähnlichkeitsbestimmung.Geometrische Interpretation. Wenn zwei benachbarte Eckpunkte Pi und Pi+1 desPolygons gleichweit vom Kernpunkt p entfernt sind, so gilt pkf('i) = pkf('i+1) =: yfür die zugehörigen Eckpunktwinkel 'i und 'i+1 = 'i + �. Verbindet man die Punk-te ('i; y) und ('i+1; y) des Funktionsgraphen durch eine Strecke, so erhält man also eineWaagerechte, d.h. die Abstände zum Kernpunkt ändern sich entlang der Approximations-geraden nicht. Diese Bedingung ist genau durch Kreisbögen mit dem Zentrum p erfüllt(siehe Abbildung 2.5 rechts, gepunktete Linien).Verschiebt man den Punkt p zu einem Punkt p0, so daÿ die Mittelsenkrechte vonPiPi+1 nicht mehr durch p0 geht, so ist die Kurve durch Pi und Pi+1, deren Punktabstandzu p0 sich linear mit dem Winkel ' ändert, kein Kreis mehr, auch nicht mit einem von p0verschiedenen Mittelpunkt (siehe Abbildung 2.5 links und rechts).
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Abbildung 2.5: Approximation der PKF durch Geradenstücke bedeutet Approximationder Polygone durch BogensegmenteDa die ursprüngliche PKF nach den Überlegungen aus Abschnitt 2.1.2 überall konvexist, liegen die Approximationsgeraden sämtlich oberhalb der exakten Kurve, geben alsozu groÿe Abstände an. Das entspricht genau den nach auÿen gewölbten Bögen auf derPolygonebene, deren Punkte von p weiter entfernt sind als die Punkte der Polygonperi-pherie.Durch die Geradenapproximation wird also die PKF einer Figur erzeugt, die aus demPolygon durch das Auftragen von nach auÿen gerichteten Bögen hervorgeht. Dieser Vor-gang ist in Bild 2.6 veranschaulicht. Dort sind die senkrechten Projektionen von p auf dieKanten gekennzeichnet, falls sie auf den Kanten liegen. Diese Minimalstellen des Abstandsder Peripherie zu p erzeugen bei der Approximation zusätzliche Stützstellen. Sie sind inder rechten Figur durch kleine Kreise markiert.
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Abbildung 2.6: Umwandlung eines Polygons in eine Figur mit stückweise linearer Polar-koordinatenfunktion (Skizze)Fehlerbetrachtung für die Approximation. Die Abstandswerte PKFlin sind sämt-lich gröÿer als die exakten Funktionswerte. Wir haben die Approximation so gewählt, daÿnur streng monotone Abschnitte der PKF durch Strecken überbrückt werden.Die Funktion f(x) = 1= sinx hat im Intervall [0; �], für das wir uns interessieren, etwaden in Abbildung 2.7(a) dargestellten Verlauf. Das Teilintervall [�=2; �] ist ein Intervallmaximaler Gröÿe, in dem die Funktion monoton ist, in dem sie also komplett durch eineGerade approximiert wird. Der maximale Fehler tritt auf, wenn die Approximationsgera-de gr am Punkt (�=2; 1) beginnt und an einem Punkt (r; 1= sin r) endet und r sehr nahebei � liegt (r < �). Die Gleichung der Geraden ist parametrisiert über r gegeben durchgr(x) = (2x� �)(1� sin r)(2r � �) sin r + 1:Den Approximationsfehler e beider Kurven bestimmen wir mit der L2-Norm, da siespäter gemäÿ De�nition 2.3 zur Distanzbestimmung zwischen verschiedenen Polarkoordi-natenfunktionen genutzt werden soll:e = limr!� e(r) = limr!�sZ r�=2�gr(x)� 1sinx�2 dx = +1:Der Fehler kann also beliebig groÿ werden, obwohl durch das Einfügen von Zwischen-werten nicht über Extremstellen der Funktion hinweg approximiert wurde. Man beachteallerdings, daÿ dieser Fehler nur die �Abweichung von der Intuition� beschreibt, denndie Ähnlichkeitsfunktion von De�nition 2.3 mit dieser Näherung der PKF ist ebenfallseine Metrik. Wie wir gleich sehen werden, kann die PKFlin-Distanz � im Gegensatz zurursprünglichen PKF � sogar exakt berechnet werden.Bild 2.7(b) zeigt, daÿ diese beliebig groÿe Abweichung der PKFlin von der PKF auchin der Praxis auftreten kann. Mit den Bezeichnungen von Abbildung 2.2(b) gilt hier� = �=2, � � �=2, d.h. in der Formel r(') = c= sin('+ �) bewegt sich das Argument derSinusfunktion von �=2 (' = 0) bis etwa � (' = �).
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(b)Abbildung 2.7: Graph der Funktion y = 1= sinx (a); eine Konstellation benachbarterPolygonecken mit schlechter Näherung der PKF durch eine Gerade (b)Eigentliche Di�erenzbestimmung. Durch die Geradenapproximation der PKF istdie Minimierung über t in De�nition 2.3 darauf reduziert, eine stückweise lineare Funk-tion so waagerecht zu verschieben, daÿ die Flächendi�erenz zu einer anderen stückweiselinearen Funktion möglichst klein wird.Seien nun f und g die beiden approximierten Polarkoordinatenfunktionen. Die Mini-mierung über t und das Wurzelziehen aus De�nition 2.3 sind vertauschbar, da die Wur-zelfunktion streng monoton ist. Es genügt also, das Integral R 2�0 (f(x � t) � g(x))2dx zuminimieren.Die Idee hierzu ist folgende: Der Graph von g ist �xiert. Es gibtm�n Eventpunkte beimVerschieben von f , wenn nämlich zwei Übergangsstellen der Graphen zusammenfallen.Diese müssen explizit vom Algorithmus betrachtet werden, da sich dort die Einteilungdes Intervalls [0; 2�] in Streifen mit jeweils geschlossener Funktionsgleichung für f undg ändert. Verschiebt man jedoch f nur zwischen zwei Eventpunkten, so läÿt sich dieVeränderung der Flächendi�erenz analytisch sehr schön beschreiben (wenn auch für jedenStreifen separat):Die Streifeneinteilung ergibt sich durch m+n senkrechte Linien durch die Übergangs-stellen von f und g (Abb. 2.8(a)). Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheitfestlegen, daÿ f zur Minimierung der Flächendi�erenz nur nach rechts verschoben wird(wie es die Formel in De�nition 2.3 durch t � 0 auch andeutet). Denn die Lagen vonf links von der aktuellen Eventpunktlage können durch Verschieben nach rechts aus dervorhergehenden (links be�ndlichen) Eventpunktlage heraus erreicht werden.Sind l und r die x-Koordinaten der aktuellen Streifengrenzen, so werden sie zusammenmit f verschoben, d.h. vermöge des Verschiebeparameters lauten sie parametrisiert l + tund r + t.
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(b)Abbildung 2.8: Einteilung der Zeichenebene in Streifen (a); Fläche zwischen zwei Geradenin Abhängigkeit von der Lage des begrenzenden Streifens (b)Die Funktionsgleichungen von f und g in der Eventpunktlage vor dem Verschiebenseien für den aktuellen Streifen durch f(x) = ax+ b, g(x) = cx+d gegeben. Die L2-Normzwischen den Kurven im Streifen beträgt dannF (t) := Z r+tl+t �a(x� t) + b� (cx + d)�2dx: (2.2)Dies ist eine quadratische Funktion von t. In expliziter Darstellung erhält man F (t) =x � t2 + y � t + z mitx = c2 � (r � l)y = c � (c� a)(r2 � l2) + 2 � c � (d� b)(r � l) (2.3)z = 1=3 � (a� c)2 � (r3 � l3) + (a� c)(b� d)(r2 � l2) + (b� d)2 � (r � l):An dieser Formel läÿt sich unter anderem folgendes ablesen:1. Ist c = 0, so ist F (t) = z = const . Hat nämlich g im Streifen den Anstieg c = 0, sowird f parallel zu g verschoben. Also ändert sich der Flächeninhalt gegenüber derVerschiebung nicht.2. Ist c 6= 0, so ist x > 0 (r > l vorausgesetzt). Die Parabel F (t) ist nach obengeö�net; für beide Verschieberichtungen t ! �1 wächst sie streng monoton. Diesist in Bild 2.8(b) demonstriert: Die Fläche zwischen zwei Geraden in einem Streifenkonstanter Breite r� l ist umso gröÿer, je weiter der Streifen vom Schnittpunkt derGeraden entfernt ist.



34 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEDie quadratische Form (2.2) läÿt sich für jeden Streifen aufstellen. Da die Gesamt�ächeim Intervall [0; 2�] die Summe der Flächen in jedem Streifen ist, kann auch die Gesamt-änderung des Flächeninhalts (bzw. der L2-Norm) in Abhängigkeit von t als Summe vonquadratischen Ausdrücken geschrieben werden und ergibt ebenfalls einen quadratischenTerm Fges(t) = X � t2 + Y � t + Z. Da sich X als Summe aus lauter positiven Werten xdarstellt, ist auch X gröÿer als Null.Es ist nun abschlieÿend zu klären, welche Werte für t in der Gesamtformel Fges(t)zugelassen sind. Dann kann das globale Minimum des Terms und damit die minimierendeVerschiebung von f bestimmt werden.Die zulässige Wertemenge ist ein Intervall der Form [0; t+], denn t beschreibt die Längeeiner Verschiebung aus einer initialen Eventpunktlage heraus. Der Wert t+ entsprichtgenau dem Betrag, um den f aus der Initiallage nach rechts verschoben werden kann,bis erneut ein Eventpunkt erreicht ist. Dann ändert sich die Intervalleinteilung, und dieBerechnungen müssen von vorne beginnen.Formal läÿt sich t+ so beschreiben: Sei Rfg die Menge aller Paare von benachbartenÜbergangsstellen von f und g in dieser Reihenfolge. (Es interessieren nur die Streifen, dielinks von einer Übergangsstelle von f und rechts von einer von g begrenzt sind, denn fwird nach rechts verschoben. In Abbildung 2.8(a) gibt es genau 3 Streifen dieser Art; siesind am unteren Ende schwarz markiert.) Dann istt+ = minfr � l 2 R : r > l ^ (l; r) 2 Rfgg:Gesucht ist also das Minimum von Fges(t) in [0; t+]. Dazu ist die lokale Minimumstel-le t0 zu bestimmen. Liegt sie auÿerhalb von [0; t+], so ist das Ergebnis der kleinere derbeiden Funktionswerte an den Intervallrändern.Die Gesamtprozedur muÿ für jede Eventpunktlage von f (bei vorher fest gewählterLage von g) durchgeführt werden. Sie ist im Algorithmus 1 für beliebige stückweise lineare,p-periodische Funktionen zusammengefaÿt.Für jede Ausgangslage von f (Zeile 3) ist also ein Plane Sweep durchzuführen. DerWert t+, der ja erst am Ende des Sweeps (Zeile 9) benötigt wird, kann parallel im gleichenDurchlauf bestimmt werden, indem für jedes Streifenintervall (Zeile 5) geprüft wird, obseine Ränder zu Rfg gehören, und der aktuelle Minimalwert t+ gegebenenfalls aktualisiertwird.Der Plane Sweep ist in linearer Zeit O(m+n) durchführbar. Da es für fest vorgegebe-nes g genaum�n Eventpunktlagen für f gibt (Schritt 3), erhält man einen Gesamtaufwandvon O(mn � (m+ n)).Der Algorithmus kann als starke Verallgemeinerung der von Arkin et. al in [ACH+91]vorgestellten Minimierung des L2-Abstandes stückweise konstanter Funktionen aufgefaÿtwerden. Während dort gezeigt wurde, daÿ es für den Fall von Treppenfunktionen genügt,die m �n Positionen gemeinsamer Übergangsstellen zu betrachten, kann bei allgemeinerenstückweise linearen Funktionen (die auch Sprünge haben dürfen) das L2-Minimum auchzwischen solchen kritischen Stellen liegen. Man erhält den stückweise linearen Fall in denGleichungen (2.3) mit a = c = 0 zu F (t) = (b � d)2 � (r � l) = const , wobei b und d die(lokalen) konstanten Funktionswerte im Streifen von l bis r angeben.



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 35Algorithmus 1 Minimierung der L2-Norm zwischen stückweise linearen Funktionen unterwaagerechten VerschiebungenEingabe: f , g stückweise linear und p-periodischAusgabe: mint2[0;p] R p0 (f(x� t)� g(x))2dx1: Fixiere eine Lage von g2: min := unde�niert3: Für jede Lage von f , in der eine gemeinsame Übergangsstelle mit g existiert4: X := Y := Z := 05: Für jedes Streifenintervall [l; r] benachbarter Übergangsstellen6: Bestimme F (t) := x � t2 + y � t + z gemäÿ Formel (2.3) =� L2-Norm zwischenden Kurven im aktuellen Streifen als Funktion des Verschiebeparameters �=7: X := X + x, Y := Y + y, Z := Z + z8: t0 := � Y2X =� Stelle des lokalen Minimums von Fges(t) = X � t2 + Y � t + Z, derL2-Norm in [0; p] als Funktion des Verschiebeparameters �=9: Falls t0 =2 [0; t+] dann10: Falls Fges(0) < Fges(t+) dann11: t0 := 012: sonst13: t0 := t+=� Fges(t0) ist die minimale L2-Norm für die aktuelle Ausgangslage von f �=14: Falls min = unde�niert oder Fges(t0) < min dann15: min := Fges(t0)16: Ergebnis: min2.1.4.2 StartpunktauswahlDie zweite Möglichkeit zur näherungsweisen Berechnung der PKF-Metrik ist, unter denWerten des Rotationsparameters t in De�nition 2.3 eine Auswahl zu tre�en.Blicken wir noch einmal zurück auf den Beginn von Abschnitt 2.1.3.2. Dort wurdefestgestellt, daÿ für zwei kongruente Polygone die Polarkoordinatenfunktionen genau dannidentisch sind, wenn eines der Polygone so gedreht wird, daÿ korrespondierende Punkteauf der Peripherie dem gleichen Winkelparameter ' zugeordnet werden. Sie entsprechenden Startpunkten der (verschobenen) Funktionen pkf. Es ist naheliegend, in der Praxisdie Eckpunkte der Polygone als solche Startpunkte zu benutzen und über deren Auswahlzu minimieren. Dafür spricht,a) daÿ sie in einem Laserscan leicht identi�zierbar sind (sofern ihr Innenwinkel deutlichverschieden von 180� ist; siehe auch weiter unten Punkt �Spezielle Kriterien für dieStartpunktwahl� )b) und daÿ es nur O(n �m) solche Startpunktpaare gibt (für Polygone mit n bzw. mEcken), die sich e�zient durchprobieren lassen.Man beachte, daÿ bisher stets aus der Sicht (näherungsweise) kongruenter Polygo-ne argumentiert wurde und was dafür getan werden muÿ, um ihre Übereinstimmung zuerkennen. Für (intuitiv) nicht ähnliche Polygone macht es keinen Sinn, nach korrespon-dierenden Startpunktpaaren zu suchen. Die Beschränkung auf Ecken als Startpunkte muÿ



36 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEhier im Rahmen der Freiheit gesehen werden, die eine Ähnlichkeitsfunktion bei der Fest-legung der Funktionswerte für ihre Argumente hat (vgl. Abschnitt 1.3.3). Möglicherweisegibt es zwar auÿer den Eckpunkten noch andere Startpunkte auf der Peripherie, für diesich die Polarkoordinatenfunktionen noch weniger unterscheiden. Im Gegensatz zu einemMatching-Algorithmus muÿ aber eine Ähnlichkeitsfunktion nicht unbedingt die Polygonebestmöglich aufeinander abbilden.Bei diesem vereinfachten Ansatz zur Berechnung der PKF-Metrik geht die Dreiecks-ungleichung als wichtige Metrikeigenschaft verloren. Der Grund ist, daÿ beim Vergleichenzweier Polygonpaare (A;B) und (B; C) die Summe der Rotationswinkel tAB und tBC zumjeweiligen Ausrichten zweier Eckpunkte aufeinander keinen gültigen Rotationswinkel tACdarzustellen braucht. Dreht man also A um tAB + tBC, so gibt es im allgemeinen keinEckpunktpaar von A und C, das hierdurch bis auf Verschiebung auf demselben (bei pstartenden) Strahl liegen würde.Daher muÿ man sich mit der Eigenschaft begnügen, daÿ die Ähnlichkeitsfunktion zu-mindest intuitive Ähnlichkeit modelliert. Die Metrikeigenschaften der Identität (1.4) undder Symmetrie (1.3) bleiben auch bei der Einschränkung auf Ecken als Startpunkte er-halten.Spezielle Kriterien für die Startpunktwahl. Um das spezi�sche Bild, das ein Laser-scanner von seiner Umgebung liefert, angemessen zu interpretieren, kann man die Auswahlvon Startpunkten weiter einschränken.Da die Startpunkte durch die Rotation eines der beiden Polygone möglichst gut auf-einander abgebildet werden, werden sie als Kandidaten für korrespondierende Punkteangesehen. Daher kommen für sie nur Punkte in Frage, die nicht durch Rauschen oderandere Laserungenauigkeiten entstanden sind.Bild 2.9 zeigt Startpunkte, die aufgrund ihrer Umgebung ungeeignet sind. In (a) be-steht eine gewisse Wahrscheinlichkeit, daÿ der eingekreiste Punkt in Wirklichkeit kollinearmit seinen beiden Nachbarn liegt und daher als Eckpunkt nicht vorkommen dürfte. In die-sem Fall gäbe es im anderen Polygon höchstwahrscheinlich keine Entsprechung für diesenPunkt, und ein Matchen würde fehlschlagen.
(b)(a)Abbildung 2.9: Ungünstige Ecken des Scanbildes als Startpunkte der PKFIn (b) läÿt die hohe Anzahl von Meÿpunkten auf engem Raum darauf schlieÿen, daÿes sich um eine verrauschte Darstellung handelt. Selbst wenn im zweiten Polygon eineähnliche Situation vorläge und eine Punktkorrespondenz prinzipiell möglich wäre, so wäre



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 37die Auswahl des entsprechenden Punktes mit groÿen Risiken bzw. Fehlern behaftet, davermutlich in einer ganzen Umgebung potentielle Korrespondenzpunkte zu �nden wären.Folgende Punkte sind also als Startpunkte ungeeignet:1. Punkte, die etwa kollinear mit ihren Nachbarn liegen, d.h. an denen ein Innenwinkelvon etwa 180� besteht, und2. Punkte, die von ihren Nachbarn weniger als eine bestimmte Schranke entfernt sind;letztere sollte sich eventuell an der Genauigkeit des Lasers orientieren.Startpunktauswahl nur in einem Polygon. Eine ganz andere Methode zur Start-punktauswahl betrachtet den häu�gsten Vergleichsfall bei der Roboterlokalisation: EinAnfrageskelett wird mit einem Zellskelett verglichen. Beide unterscheiden sich gravierendin ihrer Qualität: Zellskelette sind aufgrund exakter Daten (der Fabrikumgebung) im Pre-processing entstanden und liegen damit in unverrauschter Form vor. Das Anfrageskelettist jedoch aus einem Laserscan hervorgegangen und fehlerbehaftet. Daher bietet es sichan, nicht in beiden Polygonen nach Startpunkten zu suchen, sondern im Zellskelett einenPunkt fest vorzugeben. Dessen Eckpunkte sind �echt� , weshalb ein beliebiger davon sich� im Fall der Ähnlichkeit bzw. Kongruenz � auch im Anfrageskelett wieder�nden wird.Die Umkehrung gilt nicht: Ein Laserscanner-Bild liefert (selbst nach einer entsprechendenFilterung) in der Regel mehr Punkte als real vorhanden.Mit dieser Vorgehensweise ist die Ähnlichkeitsfunktion zwar nicht mehr symmetrisch,was aber durch die Ungleichheit der Eingabepolygone auch nicht sinnvoll erscheint.Eigentliche Di�erenzbestimmung. Jede der O(m � n) Auswahlen des Verschiebepa-rameters t ergibt eine konkrete Lage der Graphen von pkfA und pkfB. Dafür ist nun nochdie L2-Norm zu bestimmen.Da die Gleichung der Polarkoordinatenfunktion sich an jeder Übergangsstelle ändert,müssen in einem Plane Sweep-Verfahren die überlagerten Funktionen �durchstreift� wer-den. Jede Undi�erenzierbarkeitsstelle de�niert einen Haltepunkt. Damit ist das Inter-vall [0; 2�] in Abschnitte ['l; 'r] aufgeteilt, innerhalb deren beide Funktionen jeweils einefeste Gleichung der Form (2.1) haben. Die gesamte Integraldi�erenz kann also über dieseAbschnitte aufsummiert werden.Durch die Verwendung der L2-Norm, die das Quadrat der Di�erenz der beiden Funk-tionen enthält, muÿ man sich keine Gedanken über Schnittpunkte der Graphen machen,die für die Integralberechnung weitere Haltepunkte bedeuten würden. Daher kann mandas Integral direkt ausrechnen und erhält mit c1;2 = sin �1;2 � jpPij1;2 gemäÿ Formel (2.1)Z 'r'l � c1sin('+ �1) � c2sin('+ �2)�2 d' =Z 'r'l � c21sin2('+ �1) + c22sin2('+ �2) � 2c1c2sin('+ �1) � sin('+ �2)� d' =��c21 � cot('+ �1)� c22 � cot('+ �2)� 2c1c2 � log sin('+ �2)� log sin('+ �1)sin(�1 � �2) �'r'l



38 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEfür �1 6= �2 und Z 'r'l � c1 � c2sin('+ �)�2 d' = ��(c1 � c2)2 � cot('+ �)�'r'lfür �1 = �2 =: �. Die technischen Einzelheiten über das Transformieren des globalenWertes ' 2 [0; 2�] auf den lokalen Wert ' 2 [0; �] innerhalb eines Sektors sind hierausgelassen.Alle Berechnungen zwischen zwei Haltepunkten können aufgrund konstant vielerSchnittpunkte in konstanter Zeit durchgeführt werden. Damit ist die Integralberechnungmit einem Zeitbedarf von O(m+ n) möglich, denn es gibt m+ n Haltepunkte (jede Eckeeines der beiden Polygone stellt einen solchen Punkt dar). Benutzt man alle Paare vonEcken der Eingabepolygone als Startpunkte der Polarkoordinatenfunktionen, so erhältman m � n Integralberechnungen.2.1.4.3 Komplexität der BerechnungBei beiden Berechnungsmethoden � der linearen Approximation und der diskreten Mini-mierung durch Startpunktauswahl � sind zunächst der Kern, der Schwerpunkt und derspezi�sche Kernpunkt der Eingabepolygone zu bestimmen. Wie gesehen, ist dies in derZeit O(k � log k) möglich (k = max(m;n)).Die eigentliche Di�erenzbestimmung kostet ebenfalls für beide Verfahren den gleichenZeitaufwand: Für m � n Lagen der Graphen der beiden Polarkoordinatenfunktionen sindin der Zeit O(m+n) Integraldi�erenzen zu bestimmen. Die Minimierung im Approxima-tionsverfahren benötigt dabei nicht mehr Zeit, da � wie wir gesehen haben � die minimaleIntegraldi�erenz zwischen zwei Eventpunktlagen in einem einzigen Durchlauf über dasIntervall [0; 2�] berechnet werden kann, also in Zeit O(m + n).Der Gesamtaufwand ist in Tabelle 2.2 zusammengefaÿt.Teilschritt Zeitaufwand1. Kernberechnung 2 � O(k � log k) = O((m+ n) � log(m + n))2. Schwerpunktberechnung 2 � O(k) = O(m+ n)3. Bestimmung des 2 � O(k) = O(m+ n)spezi�schen Kernpunktes4. Di�erenzbestimmung mn � O(m+ n) = O(mn � (m + n))Tabelle 2.2: Laufzeit der Berechnungen zur PKF-ÄhnlichkeitsfunktionDer Speicheraufwand ist dabei linear: es muÿ im wesentlichen der Kern gespeichertwerden.Wie in Abschnitt 2.1.4.2 angedeutet, genügt es bei unterschiedlicher Qualität der Ein-gabepolygone in der Roboterlokalisation, nur in einem der Polygone (dem verrauschten)nach korrespondierenden Startpunkten zu suchen, während im anderen Polygon dieserPunkt festgehalten wird. Dann sind nur k Integralberechnungen notwendig, und der Auf-wand reduziert sich auf O(k log k + k � (m+ n)) = O((m+ n)2).



2.1. EIN ANSATZ ÜBER INNERE ABSTÄNDE 392.1.5 Eigenschaften der PKF-Ähnlichkeitsfunktion; AusblickDie Stärken und Schwächen der vorgestellten Ähnlichkeitsfunktion lassen sich wie folgtzusammenfassen:Die PKF-Metrik miÿt die Ähnlichkeit zweier sternförmiger Polygone. Sie greift dabeiausschlieÿlich auf Abstände und Winkelgröÿen des Polygons zurück, die bei Translatio-nen und Rotationen nicht verändert werden. Dadurch ist die Metrik translations- undrotationsinvariant.Will man bewuÿt auf die Rotationsunabhängigkeit verzichten und nur verschobenePolygone als kongruent zulassen, so wählt man einen festen gemeinsamen Startwinkelfür beide Polygone. Der Aufwand zur eigentlichen Abstandsberechnung wird dann linear;zusammen mit der (immer noch notwendigen) Kernbestimmung ergibt sich O((m + n) �log(m+ n)).Eine Skalierung verändert als Ähnlichkeitstransformation innere Abstände, nicht aberWinkelgröÿen innerhalb der Polygone. Dadurch bleibt der spezielle Kernpunkt derselbe,und der Graph der Polarkoordinatenfunktion wird senkrecht nach oben oder unten ver-schoben. Möchte man hingegen die Ähnlichkeitsfunktion auch invariant unter Skalierungenmachen, so betrachte man als Funktionswert der PKF nicht den (totalen) Abstand vomKernpunkt zum Randpunkt, sondern den Abstand im Verhältnis zum Polygonumfang:~r(') = csin('+ �) � nXi=1 jPiPi+1j!�1 mit Pn+1 := P1:Denn bei einer Skalierung eines Polygons um einen Faktor s werden alle Abstände jpPijvom Kernpunkt um den Faktor s verändert, wie auch die Längen aller Seiten und daherauch der Umfang des Polygons. Somit ist der Wert ~r(') von Skalierungen unberührt.Anstatt laut De�nition über alle Werte des Rotationsparameters t zu minimieren,wurden für die Praxis zwei vereinfachende Möglichkeiten zur Berechnung gezeigt: Zumeinen wurde aus der PKF-Metrik eine zweite Metrik abgeleitet, die sich exakt und e�zientberechnen läÿt, aber etwas von der Intuition abweicht, die zur PKF geführt hatte. Zum an-deren kann man aus allen Werten von t diejenigen auswählen, die den Ecken der Polygoneentsprechen. In der zweiten Variante geht die Eigenschaft der Dreiecksungleichungverloren. Die Ähnlichkeitsfunktion ist aber positiv de�nit und symmetrisch.Die Berechnung der Ähnlichkeit von Polygonen über die PKF-Metrik erwies sich alssehr robust gegenüber verrauschten Daten. Da es sich bei der Fläche unter einerKurve gewissermaÿen um ein ganzheitliches Maÿ handelt, ist der lokale Ein�uÿ von Meÿ-fehlern begrenzt. Durch die heuristische Suche nach einem speziellen Kernpunkt, wie inKapitel 2.1.3.1 vorgeschlagen, sind dessen Lage und der daraus resultierende Verlauf desGraphen der PKF relativ resistent gegenüber unglatten Polygonkanten oder fehlerhaftenzusätzlichen Eckpunkten. Dies hat sich in praktischen Tests bestätigt. Dazu wurden beideVarianten der Ähnlichkeitsfunktion implementiert; einige vergleichende Beispiele sind imAnhang zu �nden.Andere Erfahrungen wurden zum Beispiel mit der in [Maes94] vorgeschlagenen Po-lygondistanz über String-Matching gemacht. Dort haben redundante Eckpunkte unterUmständen negativen Ein�uÿ auf das Vergleichsergebnis. Siehe dazu auch Abschnitt 3.2.



40 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEZum Abschluÿ noch ein paar Bemerkungen zum Ausbau der PKF-Metrik zu einemMatching-Verfahren. Die ausgewählten speziellen Kernpunkte werden bei der PKF-Be-rechnung implizit als Korrespondenzpunkte angenommen. Man stellt sich also zunächstvor, die Polygone werden übereinandergelegt, so daÿ diese Punkte zur Deckung kommen.Anschlieÿend wird unter den Parametern t derjenige ausgewählt, für den die Drehungdes ersten Polygons A um t die bestmögliche Annäherung von pkfA an pkfB ergibt.Der resultierende Wert tmin entspricht dann einer Drehung von A, bei der die Polygonebestmöglich gematcht werden, allerdings nur unter allen Werten von t, über die minimiertwurde.Sind also pA und pB die beiden berechneten speziellen Kernpunkte und tmin der ge-fundene Wert für t, so kann folgende Ausgabe als Resultat eines Matchingalgorithmus'betrachtet werden:1. Verschiebe A um den Vektor ��!pApB2. Drehe A gegen den Uhrzeigersinn um tmin.Wie bereits in Abschnitt 2.1.4.2 erläutert, ist bei einer Einschränkung der potentiellenStartwinkel t auf solche, die Ecken der Polygone entsprechen, nicht garantiert, daÿ tmindie optimale Rotation des Polygons A zum Matchen auf B darstellt.2.2 Ein �ächenorientierter AnsatzDie Polarkoordinatenfunktion eines Polygons ist nach Angabe eines speziellen Kernpunk-tes p bereits eindeutig de�niert: der Abstand eines Peripheriepunktes zu p ist von keinenweiteren Funktionsparametern abhängig. Drehungen des Polygons bedeuten nur eine Ver-änderung der Lage des Horizontalstrahls relativ zum Polygon. Dieser Strahl, dem derWinkel 0� zugewiesen wurde, ist verantwortlich dafür, wo die Messung des Kernpunktab-standes und damit die Aufzeichnung der PKF beginnt. Eine Polygondrehung entsprachdadurch lediglich einer waagerechten Verschiebung des Funktionsgraphen.Diese einfache Form der Rotationsabhängigkeit ist leider nicht selbstverständlich. Wirwerden in diesem Abschnitt eine Beschreibung eines Polygons durch eine Funktion ange-ben, die von mehreren Parametern abhängt. Deren Veränderung hat wesentlich weitrei-chendere Konsequenzen auf den Graphen als nur eine Horizontalverschiebung.Viele Darstellungsfunktionen beschreiben ein Polygon, indem jedem Punkt entlangder Peripherie ein Wert zugewiesen wird. Wir wollen allgemein eine solche Funktion abso-lut nennen, wenn der Funktionswert nur vom Argument und keinem weiteren Parameterabhängt. Andere Funktionen, wie die folgende Flächeninhaltsfunktion, legen auf der Pe-ripherie einen Nullpunkt fest (ein Parameter der Funktion) und liefern als Wert einen biszum aktuellen Peripheriepunkt akkumulierten Betrag zurück, z.B. einen überstrichenenFlächeninhalt. Es wird sich zeigen, daÿ eine auf diese Weise zusätzlich parametrisierteFunktion nur mit groÿem Aufwand und erheblichen Einschränkungen handhabbar ist.Die Berechtigung, sich dennoch ausführlich damit zu beschäftigen, liegt o�enbar darin,daÿ der folgende Ansatz intuitiv sehr naheliegend ist.



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 412.2.1 Die FlächeninhaltsfunktionIn Abschnitt 2.1.1 wurde die Polarkoordinatenfunktion aus der Arbeitsweise eines Laser-scanners so abgeleitet: Der Laserstrahl liefert in regelmäÿigen Winkelabständen Entfer-nungsmeÿpunkte zurück, die als Funktion vom Winkel aufgetragen werden.Eine andere Interpretation betrachtet den vom Laserstrahl überstrichenen Flächenin-halt. Analog zur Polarkoordinatenfunktion muÿ dazu ein Startpunkt auf der Peripherievorgegeben werden, an dem die Messung des Flächeninhalts beginnt. Nach einem vollenUmlauf des Laserstrahls ist die überstrichene Fläche gleich der des gesamten Polygons.Wir werden erneut den Winkel gegenüber einer vorgegebenen Nullrichtung als dieGröÿe wählen, von der die Meÿgröÿe abhängig gemacht wird. Zu einer Alternative dazusiehe Abschnitt 2.3.3.Der überstrichene Flächeninhalt wird also als Funktion einer reellen Zahl aus [0; 2�[dargestellt. Ein Beispiel dazu zeigt Abbildung 2.10.
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(b)Abbildung 2.10: Ein Polygon (a) und der überstrichene Flächeninhalt A (startend in P1)als Funktion vom Strahlwinkel ' (b)Es ergibt sich folgende verbale De�nition:De�nition 2.6 (Flächeninhaltsfunktion) Sei P = (P1; : : :; Pn) ein sternförmiges Po-lygon mit Flächeninhalt AP , einem Kernpunkt p und einem Peripheriepunkt P1 (Start-punkt).Die Abbildung f : [0; 2�[ �! [0; AP [, die einem Winkel ' den vom Strahl p!P1 beider Drehung um ' gegen den Uhrzeigersinn überstrichenen Flächeninhalt zuweist, heiÿtFlächeninhaltsfunktion (Abk. FIF) von P (bez. p).Für ' = 2� ist die Funktion formell nicht de�niert. Der Peripheriepunkt, der diesemWinkel entspricht, ist der Punkt P1, an dem der Laserstrahl seine Bewegung beginnt.



42 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEDaher ist der überstrichene Flächeninhalt dort Null. Wegen lim'!(2�)� f(') = AP setzenwir f aber durch f(2�) := AP fort (siehe auch Punkt �Stetigkeit� in folgendem Abschnitt).Zur Berechnung einer noch zu de�nierenden Metrik ist erneut eine lineare Approxima-tion dieser Funktion von Interesse. Dazu verbinden wir wieder benachbarten Übergangs-stellen des Funktionsgraphen durch Strecken, d.h. alle die Stellen, die einem Eckpunktdes Polygons entsprechen.De�nition 2.7 (linear approximierte Flächeninhaltsfunktion) Es gelten die Vor-aussetzung aus De�nition 2.6 für ein Polygon P mit der Flächeninhaltsfunktion f . Dielinear approximierte Flächeninhaltsfunktion (Abk. FIFlin) entsteht durch das Ver-binden der Übergangsstellen des Graphen von f durch Geradensegmente.Die Approximationskurve ist in Bild 2.10(b) dünn eingezeichnet. Zur Frage des Einfügenszusätzlicher Stützstellen und zu Approximationsfehlern siehe Kapitel 2.2.3, Abschnitt�Monotonie� .2.2.2 Analytische BeschreibungDie Funktionswerte der (nichtapproximierten) FIF erhält man wie folgt: Der Flächenin-halt, den der Strahl von p bei Drehung gegen den Uhrzeigersinn bis zum Erreichen des Pe-ripheriepunktes P überstreicht, ist die Summe der Inhalte aller vollständig überstrichenenDreiecke und des Flächeninhalts A(') von Dreieck 4pPiP . Mit den in Abbildung 2.11(b)
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(b)Abbildung 2.11: Sektorenzerlegung eines Polygons (a); ein Ausschnitt (b)bezeichneten Gröÿen gilt:A(') = 12 � s � r(') � sin' = 12 � s � s � sin �sin('+ �) � sin' = c � sin'sin('+ �) ; (2.4)



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 43wobei c := 1=2 � s2 � sin� alle innerhalb eines Sektors konstanten Gröÿen enthält. Wie beider PKF ist ' hier zunächst ein lokaler Winkel im Sektor. Später muÿ vom Argumentaus [0; 2�] der FIF der Anfangswinkel desjenigen Sektors abgezogen werden, in den derStrahl mit Winkel ' zeigt.Ebenso ist A(') nur der lokale Flächeninhalt. Da die FIF eine �akkumulierende� (d.h.im Sinne der Einleitung zu Abschnitt 2.2 keine absolute) Funktion ist, gilt für den Funk-tionswert eines Winkels ', dessen zugehöriger Strahl die Polygonperipherie zwischen Pkund Pk+1 schneidet: f(') = k�1Xi=1 Ai + A('); (2.5)wenn Ai der Flächeninhalt des Dreiecks 4pPiPi+1 ist.Der Ausdruck r(') aus Formel (2.4) entspricht genau dem lokalen Funktionswert derPolarkoordinatenfunktion, der in Gleichung 2.1 angegeben wurde. Das läÿt auf einen Zu-sammenhang zwischen der PKF und der FIF schlieÿen, der in Abschnitt 2.3.1 behandeltwird.2.2.3 Eigenschaften der FlächeninhaltsfunktionDie FIF ist durch sehr spezielle analytische Merkmale gekennzeichnet.Stetigkeit, Di�erenzierbarkeit. Die Anzahl der Übergangsstellen zwischen verschie-denen Abschnitten des Graphen der Flächeninhaltsfunktion (innere Punkte in Abbil-dung 2.10(b)) ist gleich der Anzahl der Ecken des Polygons vermindert um eins. Auch andiesen Stellen ist die Funktion stetig und di�erenzierbar:Die Stetigkeit im Intervall [0; 2�] folgt daraus, daÿ für einen Eckpunkt Pk mit zuge-hörigem Strahlwinkel �k gilt:lim'!(�k)� f(') = lim'!(�k)+ f(') = k�1Xi=1 Ai = f(�k):Mit der Fortsetzung der Funktion im Anschluÿ an De�nition 2.6 gilt für alle Polygone:f(0) = 0, f(2�) = AP .Die Funktion ist in ganz [0; 2�] sogar (einmal) stetig di�erenzierbar, denn an denRändern zweier benachbarter Abschnitte gilt für die jeweiligen lokalen Flächeninhalts-funktionen f1 und f2 in den Polygonsektoren 4pPiPi+1 und 4pPi+1Pi+2:f 01(�1) = f 02(0) = 12 � jpPi+1j2:Im Gegensatz zur Polarkoordinatenfunktion entstehen also an den Übergängen zwischenbenachbarten De�nitionsabschnitten der Funktion keine Knickstellen (siehe Bild 2.10(b)).In Abschnitt 2.3.1 werden wir die Ableitung der Funktion genau angeben.Aus der Stetigkeit der FIF folgt sofort die Stetigkeit der FIFlin, denn sie ist aus denStützstellenwerten der FIF linear zusammengesetzt. Die Di�erenzierbarkeit geht natürlichverloren.



44 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEAusnahmen der Di�erenzierbarkeit sind wiederum dann gegeben, wenn der Punkt pauf dem Rand des Kerns liegt. Der Graph der Flächeninhaltsfunktion hat dann für dieWinkelargumente, die den kollinearen Kanten entsprechen, eine Undi�erenzierbarkeits-stelle. Die Stetigkeit bleibt dort jedoch erhalten, da der Flächeninhalt sich nicht ändert,wenn der Endpunkt des Laserstrahles (in idealisierter Vorstellung) auf der kollinearenKante entlangwandert. Man beachte, daÿ die Entfernung zu p sehr wohl wächst oderfällt, weshalb die PKF an solchen Stellen unstetig ist.Monotonie. Aufgrund der Herkunft der FIF ist klar, daÿ sie im gesamten De�nitions-intervall [0; 2�] streng monoton wachsend ist. Dafür ist es auch von Bedeutung, daÿ derPunkt P1 in Abbildung 2.10(a) zwei Rollen bei der De�nition der Funktion übernimmt:� Er ist der Ausgangspunkt für die Messung des überstrichenen Flächeninhalts. Andiesem Punkt wird die Bogenlänge als Null de�niert.� Er ist der Punkt, dem der Flächeninhalt Null zugewiesen wurde (Nullpunkt).Es wäre auch denkbar, diese Rollen zu trennen. Dann hätte der Graph der FIF an derStelle ' (mit 0 < ' < 2�), an der der Nullpunkt überstrichen wird, einen Sprung aufNull, und es gälte dann f(0) > 0.Da es sicher eher der Intuition entspricht, an dem Punkt den Flächeninhalt als Nullzu de�nieren, an dem man dessen Messung beginnt, ist es sinnvoll, die beiden genanntenEigenschaften in einem Punkt (�Startpunkt� ) zu vereinen. Dennoch hat die Flächenin-haltsfunktion die beiden obenstehenden Parameter; sie ist also keine absolute Funktionim Sinne der Einleitung zu Kapitel 2.2. Das wird negative Folgen für die E�zienz derBerechnung einer daraus resultierenden Ähnlichkeitsfunktion haben.In De�nition 2.6 wurde vom Punkt p ausdrücklich nicht verlangt, daÿ er im Innerndes Kerns liege. Die strenge Monotonie bleibt erhalten, wenn p kollinear mit einer Poly-gonkante ist.Durch die strenge Monotonie treten im Kurvenverlauf keine Minima auf, an denen sichzusätzliche Stützstellen für eine lineare Approximation anbieten würden. Aus der Herlei-tung der Funktion ist unmittelbar einsichtig, daÿ der Graph (zwischen zwei Übergangs-stellen) die Approximationsgerade genau dann schneidet, wenn � < �=2 und 
 < �=2 gilt(vergleiche Abbildung 2.11(b)), denn genau dann be�ndet sich der Fuÿpunkt des Lotesvon p auf die Gerade durch Pi und Pi+1 im Innern der Strecke PiPi+1.2 In Bild 2.10(a) istdas bei den Strecken P1P2 und P4P1 der Fall.Der ungünstigste Fall für den Fehler bei der linearen Approximation liegt vor, wenndie angegebene Bedingung nicht erfüllt ist. Dann wird der Flächenzuwachs entlang derPolygonkante entweder immer gröÿer (� > 90�, die exakte Kurve ist konvex) oder im-mer kleiner (
 > 90�, die exakte Kurve ist konkav) und ist nicht konstant, wie es eineApproximationsgerade suggeriert. Bild 2.12 zeigt diese Fälle und den Verlauf der Flächen-inhaltskurve in den jeweiligen Sektoren.2Dies ist genau die Bedingung dafür, daÿ bei den Kurvenabschnitten der PKF ein lokales Minimumvorliegt. Zum genauen Zusammenhang siehe Abschnitt 2.3.2.2.
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Abbildung 2.12: Konvexer oder konkaver Verlauf der FIFTranslation, Rotation, Skalierung, Startpunktwahl. Die Funktion f ist von einerTranslation des Eingabepolygons unberührt, da nur Flächeninhalte betrachtet werden.Gleiches gilt für Rotationen, wenngleich die Rotationsabhängigkeit implizit in Form derAbhängigkeit vom Startpunkt zum Ausdruck kommt. Man hätte auch � wie bei der Polar-koordinatenfunktion � vereinbaren können, daÿ etwa P1 stets der Eckpunkt mit kleinstemFahrstrahlwinkel gegenüber der Horizontalen sein soll. Dann wäre der Startpunkt festge-legt, aber der Funktionsgraph nunmehr rotationsabhängig.Die Abhängigkeit von der Fixierung eines Startpunktes ist tatsächlich nicht zu besei-tigen; wir werden im nächsten Kapitel bei der De�nition der Flächeninhaltsdistanz daherüber die Wahl dieses Punktes minimieren müssen.Durch eine Skalierung eines Polygons verändert sich zwar f(0) = 0 am linken Randdes De�nitionsintervalls der Flächeninhaltsfunktion nicht, aber f(2�) = AP wächst, wo-durch der Graph der Funktion sich nach oben oder nach unten verlagert. Sie ist alsoskalierungssensitiv, wie es in der Roboterlokalisation erwünscht ist.2.2.4 Die FlächeninhaltsdistanzNachdem wir Polygone in eine �ächeninhaltsbezogene funktionale Darstellung gebrachthaben, können die resultierenden Funktionsgraphen mit einem bereits existierenden Di-stanzmaÿ verglichen werden. Um die Bestimmung der Flächeninhaltsfunktion eines Poly-gons eindeutig zu machen (abgesehen von der Wahl des Startpunktes P1), ist wiederumder Parameter p der Funktion zu �xieren � der spezielle Kernpunkt. Dabei gelten genaudieselben Kriterien wie bei der Polarkoordinatenfunktion in Kapitel 2.1.3.1. Festlegung 2.2auf Seite 24 gilt also entsprechend.2.2.4.1 Die FIF als quasiperiodische FunktionBei der Besprechung der Monotonieeigenschaften wurde festgestellt, daÿ die Flächen-inhaltsfunktion im Grunde von zwei Parametern abhängt: dem Ausgangspunkt für die



46 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEMessung der Fläche und dem Nullpunkt. Diese Punkte, die im allgemeinen irgendwo aufder Peripherie des Polygons liegen, können nicht rotationsunabhängig �xiert werden. Beider späteren Ableitung einer Metrik müssen also alle Wahlen dieser Punkte berücksichtigtwerden. Dabei gilt:� Eine Veränderung des Meÿausgangspunktes bewirkt eine waagerechte Verschiebungdes Graphen der FIF� Eine Veränderung des Meÿnullpunktes bewirkt eine senkrechte Verschiebung desGraphen der FIFDieser Sachverhalt ist in Bild 2.13 am Beispiel der linear approximierten FIF dargestellt:Bei Bewegungen jeweils gegen den Uhrzeigersinn verschiebt sich der Graph von f nachlinks bzw. nach unten.f(')
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2�'(b)Abbildung 2.13: Verschiebung des Meÿausgangspunktes P1 (a) und des Meÿnullpunk-tes O (b) gegenüber Abbildung 2.10 (jeweils gegen den Uhrzeigersinn)Es wurde bereits darauf hingewiesen, daÿ aus praktischen Gründen der Meÿausgangs-punkt und der -nullpunkt stets in einem Punkt P1 vereint sein sollen, wie das auch inAbbildung 2.10 der Fall ist. Eine Veränderung dieses Punktes bewirkt dann eine Über-lagerung der beiden in Bild 2.13 dargestellten Bewegungen, also eine diagonale Verschie-bung des Graphen von f . Aufgrund der beiden Funktionen von P1 muÿ dabei stets derPunkt (0; 0) zu f gehören. Daher ist die Verschiebungsrichtung immer durch den Anstiegder Kurve in dem Punkt gegeben, der aktuell im Ursprung liegt; im Fall der FIFlin ist esder Anstieg des Segments, das momentan durch den Ursprung geht (Ursprungssegment).Dabei wandert der Punkt (0; 0) gegen die Verschiebungsrichtung auf der Kurve entlang.Bei der FIFlin ist die Verschiebungsrichtung konstant, bis der anfängliche Punkt (0; 0) miteinem der Stützpunkte zusammenfällt. Dann ändert sich die Verschiebungsrichtung ent-sprechend dem neuen Ursprungssegment. Auf diese Weise ist sichergestellt, daÿ der Graphstets durch die Punkte (0; 0) und (2�;AP) verläuft � zwei Invarianten der Funktion.Hat der Punkt P1 einen vollen Umlauf auf der Polygonperipherie zurückgelegt, so istder anfängliche Punkt (2�;AP) des Graphen von f in den Ursprung gewandert.



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 47Um die im Bild zu erkennenden Unstetigkeitsstellen durch das Verschieben zu um-gehen, setzen wir die Flächeninhaltsfunktion geeignet fort. Da 0 = f(0) 6= f(2�) = APgilt, ist eine periodische Fortsetzung ungünstig. Vielmehr muÿ der Graph z.B. im Inter-vall [2�; 4�] lückenlos an den Punkt (2�;AP) anschlieÿen. Dies erreicht man durch eineAbschwächung der Periodizität:De�nition 2.8 (Quasiperiodizität) Eine Funktion f : R �! R heiÿt p-quasiperio-disch, wenn es eine Konstante c gibt mit8x f(x+ p)� f(x) = c:p heiÿt Quasiperiode, c Periodenversatz von f .Es gilt also f(x + k � p) = f(x) + k � c für alle k 2 Z. Im Fall c = 0 ist f p-periodisch.Beispiele quasiperiodischer (aber nicht periodischer) Funktionen sind f(x) = sinx + x(p = c = 2�) und die Integerfunktion f(x) = [x] (p = c = 1).Wir setzen nun die Flächeninhaltsfunktion quasiperiodisch mit Quasiperiode 2� fort;der Periodenversatz beträgt f(2�)� f(0) = AP :Festlegung 2.9 Die Flächeninhaltsfunktion f : [0; 2�] �! [0; AP ] sei auf ganz R durchf(x0 + k � 2�) := f(x0) + k � AP für x0 2 [0; 2�], k 2 Z 6=0 eindeutig fortgesetzt.2.2.4.2 Versuch zur De�nition einer ÄhnlichkeitsfunktionDie Ähnlichkeit zweier Polygone soll über einen Vergleich ihrer Flächeninhaltsfunktionenbestimmt werden. Dazu verwenden wir wie bei der PKF die Integralnorm der Ordnung 2für stetige Funktionen (L2-Norm).Dabei ist der Abstand über die Wahl des Startpunktes P1 in beiden Polygonen zuminimieren. Es genügt nicht, diesen Parameter nur in einem Polygon zu verändern, da dieVerschiebungsrichtungen für die beiden Flächeninhaltsfunktionen verschieden sind. Mankann also nicht etwa die Verschiebung des einen Graphen durch eine entgegengesetzteVerschiebung des anderen ausdrücken.Für einen beliebigen Parameter r 2 R bezeichne fr diejenige Funktion, die aus derFlächeninhaltsfunktion f (mit fester Wahl von P1) durch eine Verschiebung gemäÿ Ab-schnitt 2.2.4.1 nach links unten hervorgeht, und zwar mit einem Verschiebungsbetrag vongenau r in x-Richtung. Ist also (x; y) ein Punkt von f , der durch die Verschiebung zu frauf den Punkt (x0; y0) (auf dem Graphen von fr) abgebildet wurde, so gilt: x� x0 = r.Aufgrund der Quasiperiodizität von f ist klar, daÿ r nur im Intervall [0; 2�] betrachtetzu werden braucht, denn der Term fr ist 2�-periodisch in r.Da sich die Verschiebungsrichtungen bei einem Umlauf von P1 an allen Eckpunkten(d.h. an allen Übergangsstellen im Graphen) ändern, ist eine geschlossene Darstellungfür fr mittels f schwierig. Wie wir in Kapitel 2.2.4.4 sehen werden, genügt es, innerhalbeines Intervalls zweier benachbarter Übergangsstellen fr analytisch zu beschreiben. DieDarstellung von fr in [0; 2�] ergibt sich dann als Summe solcher Intervallgleichungen.Bereits hier zeigt es sich, daÿ durch die beiden Parameter der Flächeninhaltsfunktion� der Meÿausgangspunkt und der Nullpunkt � die Ableitung einer sinnvollen Polygon-distanz sehr komplex wird. Die Auswirkungen der Veränderung dieser Parameter sindmathematisch recht aufwendig zu formulieren. Daher soll zunächst versuchsweise eineÄhnlichkeitsfunktion de�niert werden:



48 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEDe�nition 2.10 (Versuch) Seien A und B zwei sternförmige Polygone, für die nachdem Verfahren vom Beginn des Abschnitts 2.2.4 jeweils ein spezieller Kernpunkt festgelegtwurde. Die diesbezüglichen Flächeninhaltsfunktionen seien f und g mit beliebig �xiertenStartpunkten P1.Die Abbildungs(A;B) := min(r;t)2[0;2�]2 L2(fr; gt) = min(r;t)2[0;2�]2sZ 2�0 �fr(x)� gt(x)�2dxheiÿt Flächeninhaltsdistanz für sternförmige Polygone.Im Sinne von Abschnitt 1.3.2 handelt es sich dabei natürlich um eine Ähnlichkeitsfunktion(und keine Distanzfunktion in der strengen Bedeutung). Aus lexikalischen Gründen sollaber hier von der Flächeninhaltsdistanz gesprochen werden.Metrikeigenschaften. Leider lassen sich bei dieser De�nition nicht alle Metrikeigen-schaften nachweisen. Die Identitätseigenschaft s(A;B) = 0 () A = B kann wie imSatz 2.13 aus Abschnitt 2.2.4.3 weiter hinten bewiesen werden. Die Symmetrie ergibt sichdaraus, daÿ der Term für s(A;B) symmetrisch in fr und gt ist, es ist also nichts zu zeigen.Die Dreiecksungleichung gilt im allgemeinen nicht. Wir zeigen diesen Sachverhalt hiernur für die linear approximierte Flächeninhaltsfunktion FIFlin. Man betrachte als BeispielAbbildung 2.14. Dort sind drei zum Teil verrauschte gleichseitige Dreiecke unterschiedli-

B CA
Abbildung 2.14: Zur Verletzung der Dreiecksungleichungcher Gröÿe angegeben. Der spezielle Kernpunkt p liege im zweiten Polygon aufgrund desRauschens nah am Rand der unteren Seite. Abbildung 2.3 auf Seite 24 weiter vorne er-läutert die Veränderungen des Kerns, die zu solchen extremen Kernpunktverschiebungenführen. Zur Vereinfachung der Rechnung wird das Polygon B jedoch als Dreieck ange-nommen, was das Endergebnis nur quantitativ beein�uÿt; siehe auch folgender Absatz.Die zugehörigen FIFlin-Graphen f , g und h von A, B und C erfüllen die Eigenschaftf(2�)� g(2�) = h(2�). Dies ist in idealisierter Form in den Abbildungen 2.15 und 2.16dargestellt. Zur deutlicheren Herausstellung des Problems wurde f � 0 angenommen. DieFunktion g ist abschnittsweise konstant, was durch die Nähe des speziellen Kernpunktes



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 49von B zu einer der Polygonkanten näherungsweise erreicht ist. Die Vereinfachungen habenkeinen qualitativen Ein�uÿ auf die Verletzung der Dreiecksungleichung in diesem Szenario,da man sich dem dargestellten �Idealfall� beliebig nähern kann.Die Funktionen f und h sind nicht nur stückweise, sondern auf ganz [0; 2�] linear; eineVerschiebung bildet sie somit auf sich selbst ab, d.h. fr � f , ht � h für alle r, t. Dahergilt (Abbildung 2.15)min(r;t)2[0;2�]2sZ 2�0 �fr(x)� ht(x)�2dx = sZ 2�0 � x2��2 dx = 13p6�:Die Funktion g verändert sich hingegen bei einer abschnittsweisen Verschiebung durch den
h

y1

xf 2�Abbildung 2.15: Minimale FIF-Distanz der Polygone A und CUrsprung. Die Lagen in den Abbildungen 2.16(a) bzw. (b) seien mit ga bzw. gb bezeichnet.Es gilt für Bild (a):sZ 2�0 �f(x)� ga(x)�2dx =sZ 2�2�=3� 34�x� 12�2 dx = 23p�:Für Bild (b) erhält mansZ 2�0 �gb(x)� h(x)�2dx =vuut2 � Z 2�=30 � 34�x� 12�x�2 dx+ Z �2�=3 �12 � 12�x�2 dx! = 118p6�:
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�2�3 4�3(b)Abbildung 2.16: FIF-Distanz der Polygone A und B (a) bzw. B und C (b)Also folgtmin(r;t)2[0;2�]2 L2(fr; gt) + min(r;t)2[0;2�]2 L2(gr; ht) � 23p� + p618 p�< p63 p�= min(r;t)2[0;2�]2 L2(fr; ht): 2Da wir später eine Variante der Flächeninhaltsdistanz herleiten wollen, die die Drei-ecksungleichung erfüllt, lohnt es sich, darüber nachzudenken, was die Ursachen für ihreVerletzung sind:Die Lagen ga und gb, für die die L2-Normen von f und g bzw. g und hminimiert werden,unterscheiden sich wesentlich. Um L2(f; ga) und L2(gb; h) mit L2(f; h) zu vergleichen,müÿte man ga so verschieben, daÿ es mit gb zur Deckung kommt und auÿerdem L2(f; ga)sich nicht ändert. Letzteres ist mit den in der De�nition der FIF-Distanz vorgesehenenVerschiebungen nicht möglich � sie erlaubt nur Verschiebungen entlang der Graphen vonf und g, die ganz unterschiedlich verlaufen. Die BeweisideeL2(f; ga) + L2(gb; h) = L2(fs; gb) + L2(gb; h) � L2(fs; h) � min(r;t)2[0;2�]2 L2(fr; ht);wie sie im Fall der Polarkoordinatenmetrik für die Dreiecksungleichung genutzt wurde,funktioniert also hier nicht. In Abschnitt 2.2.4.3 wird gezeigt, unter welchen Einschrän-kungen dieser Gedanke dennoch zum Erfolg führt. Dazu muÿ man erreichen, daÿ dieerlaubten Verschiebungen zur Minimierung der L2-Norm nicht von Funktion zu Funktionverschieden sind.



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 51Berechnungskomplexität. Es gibt aber noch ein algorithmisches Problem mit die-ser De�nition der Flächeninhaltsdistanz. Es soll ebenfalls unter Verwendung der FIFlin-Distanz demonstriert werden:Zur Bestimmung der Integraldi�erenz gemäÿ De�nition 2.10 muÿ ein Sweep-Verfahrenüber das Intervall [0; 2�] angewendet werden, da die Funktionen nur stückweise de�niertsind. Die Haltepunkte des Sweeps, festgelegt durch die Übergangsstellen der Funktionenzwischen verschiedenen Geradenabschnitten, verändern ihre Lage beim Verschieben derGraphen. Dabei werden ständig Eventpunkte überstrichen, d.h. solche Punkte, bei deneneines der folgenden Ereignisse eintritt:1. Zwei Übergangsstellen der beiden Funktionen f und g fallen zusammen (�kritischerPunkt� ). Bei diesem Ereignis verschwindet ein aktueller Streifen, der durch die bei-den jetzt identischen Übergangsstellen begrenzt war. Ein neuer tut sich auf mitneuen aktuellen Geradenstücken.2. Eine Übergangsstelle einer der beiden Funktionen durchstöÿt den Ursprung (0; 0).Bei diesem Ereignis ändert sich das aktuelle Ursprungssegment (vgl. Kapitel 2.2.4.1).Dadurch ändert sich die Verschiebungsrichtung des Graphen der FIFlin.Zwischen zwei solchen Eventpunkten kann die optimale Lage der Graphen (mit minimalerFläche zwischen den Kurven) mit einer ähnlichen Methode ausgerechnet werden, wiewir sie in Abschnitt 2.1.4.1 unter Punkt �Eigentliche Di�erenzbestimmung� vorgestellthatten. Bei jedem Überschreiten eines Eventpunktes jedoch verändern sich o�ensichtlichdie aktuellen Verhältnisse drastisch: Bei Ereignis 1 ändert sich die Streifeneinteilung,die für die stückweise Integralberechnung zugrundeliegt. Bei Ereignis 2 ändert sich derVerschiebungsvektor der Form (1 c)T, mithilfedessen die lineare Funktion f(x) = a � x+ beines Abschnitts durch f(x + t) � c � t über alle Verschiebungen parametrisiert werdenkann.Aus diesem Grund ist die Berechnung der Polygonähnlichkeit gemäÿ De�nition 2.10mindestens so aufwendig, wie es Eventpunkte bei Verschiebungen der Kurven fr und gtfür (s; t) 2 [0; 2�]2 gibt. Diese Anzahl kann man wie folgt ermitteln:Man stelle man sich zunächst fr �xiert vor und betrachte gt. Bei einer Variation vont im Intervall [0; 2�] überstreift jede Übergangsstelle von g jede der m Übergangsstellendes Graphen der �xierten Funktion fr. Auÿerdem gelangt jede der n Übergangsstellen desGraphen von g einmal in den Ursprung � ein Ereignis vom Typ 2. Also gibt es hierfürbereits m � n+ n Eventpunkte.Hat der Graph von gt für t = 2� wieder seine Ausgangslage erreicht, so muÿ jetzt auchf variiert werden, und zwar zunächst so weit, bis erstmals ein Eventpunkt der Lage vonfr und der Ausgangslage von g (d.h. g0) erreicht ist. Für diese neue Lage von f ist nunwieder g vermöge gt im Intervall t 2 [0; 2�] zu variieren, um alle Lagekombinationen zuerfassen. Das ergibt wiederum m � n + n Eventpunkte.Dies ist nun für jede Lage von f zu tun, die mit der Ausgangslage von g einen Event-punkt (eines der beiden Typen) induziert. Es gibt analog m � n + m solche Lagen vonf . Auf diese Weise erhält man (m � n + n) � (m � n +m) Eventpunkte, die bei einer Ver-schiebung von f und g aus beliebiger Ausgangslage heraus erreicht werden. Die Anzahlist schlieÿlich noch mit dem Aufwand O(m+ n) für eine konkrete Integralberechnung zumultiplizieren. Damit hat das Au�nden der Lage mit minimaler Flächeninhaltsdi�erenzfür dieses konkrete Darstellungsmodell eine unakzeptable Komplexität.



52 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEZusammenfassung. Die entstandenen Probleme müssen ursächlich auf die Existenz zuvieler Funktionsparameter der FIFlin zurückgeführt werden. Ihre Variation führt zunächstzu einer komplizierten Veränderung des Graphen der Funktion. Dies umso mehr, da dieVariationen der Parameter in unterschiedlicher Qualität (z.B. Verschieberichtung) undnicht etwa nur quantitativ verschieden auf den Graphen wirken. Die Variationen überdiese Parameter müssen deshalb berücksichtigt werden, weil sie bei den Transformationen,die wir zugelassen haben, verändert werden.Für die nichtapproximierte FIF gilt, daÿ selbst bei einer diskreten Minimierung nurüber die Eventpunkte � wie im Abschnitt �Startpunktauswahl� bei der PKF � die obenangeführte Komplexität angenommen wird, wenn alle Eventpunkte zur Auswahl stehen.Obwohl die Ausgangsidee intuitiv sehr vernünftig erschien, hat sich also diese Methodenicht als praktikabel erwiesen. Da bei den meisten Vergleichs- und Optimierungsproble-men Extremwertaufgaben auftreten, sollte man daher im Fall funktionaler Darstellungender Vergleichsobjekte darauf achten, daÿ die Funktionen wenige Parameter aufweisen, umdie Komplexität begrenzt zu halten. Dies gilt in der Roboterlokalisation erst recht, weil füreine Anfrage des Roboters an den Lokalisationsalgorithmus sehr viele Polygonvergleichezu erwarten sind, die auch nicht in einem Preprocessing untergebracht werden können.Man beachte schlieÿlich, daÿ die Argumentation unabhängig von der gewählten Metrikauf der Menge stetiger Funktionen war, der Integral-Metrik. Bei der Komplexitätsanalysewurde an keiner Stelle die eigentliche Integralberechnung einbezogen. Es liegt vielmehr ander Struktur der Polygondarstellung. Im folgenden wird gezeigt, wie durch eine (erheb-liche) Vereinfachung dieser Struktur die Komplexität des Berechnung verringert und dieQualität der Ähnlichkeitsfunktion erhöht werden kann (Dreiecksungleichung), wenn auchnicht ohne Abstriche an anderen Stellen.2.2.4.3 De�nition der skalierten FlächeninhaltsmetrikIn diesem Abschnitt soll eine abgeschwächte Variante der Flächeninhaltsdistanz vorgestelltwerden. Sie wird leicht und relativ e�zient implementierbar sein und die Dreiecksunglei-chung erfüllen. Die Nachteile werden sein, daÿ sie nicht mehr ganz der Intuition entspricht,die zur De�nition der FIF geführt hat, und daÿ sie nicht vollständig die Anforderungender Roboterlokalisation an eine Ähnlichkeitsfunktion erfüllt.Wir hatten gesehen, daÿ eine Veränderung des Startpunktes P1 auf der Polygonperi-pherie grob einer diagonalen Verschiebung des Funktionsgraphen der Flächeninhaltsfunk-tion entspricht, allerdings mit ständig variierenden Verschiebungsrichtungen. Hier neh-men wir die erste Vereinfachung vor: In Bild 2.17 gilt für die Folge der Verschiebungen:P5i=1 ~vi = (2� AP)T =: ~v. Der Vektor ~v kann daher als Gesamtvektor der Verschiebung imIntervall [0; 2�] bezeichnet werden. Er approximiert sowohl die sich ständig veränderndeVerschiebungsrichtung der FIF als auch die im Bild dargestellte sukzessive Verschiebungentlang mehrerer Vektoren im Fall der FIFlin.Es sollen jetzt nur noch Verschiebungen entlang dieses Näherungsvektors zulässig sein.Damit verlassen wir etwas die Intuition: Durch dieses Verschieben von f zur neuen Funk-tion fr gilt im allgemeinen fr(0) 6= 0. Die Stelle, an der die Aufzeichnung der Funktionbegonnen wird (x = 0), bekommt nicht mehr den Flächeninhalt 0 zugewiesen; der Null-punkt liegt kurz vor oder kurz hinter dem Meÿausgangspunkt. Man beachte jedoch, daÿdies nicht im Widerspruch zu den Bemerkungen aus Abschnitt 2.2.4.1 steht, wo wir das
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Abbildung 2.17: Variierende Verschiebungsrichtungen und GesamtverschiebungZusammenlegen dieser beiden Punkte favorisiert hatten. Auch jetzt können die Punktenicht unabhängig voneinander bewegt werden - anhand des Graphen kann man zu jedempotentiellen Meÿausgangspunkt ablesen, wo der zugehörige Nullpunkt liegt: Die (qua-siperiodisch fortgesetzte) Flächeninhaltsfunktion besitzt eine eindeutig bestimmte Null-stelle '0. Dieser Wert kann nun positiv oder negativ sein und gibt die Abweichung desNullpunktes O vom Meÿausgangspunkt P1 an. Ist '0 > 0, so liegt O kurz hinter P1auf der Polygonperipherie (im Gegenuhrzeigersinn), im anderen Fall kurz davor. DiesesVerhalten kann man auch aus Abbildung 2.13 ablesen, wo die FIF allerdings noch nichtquasiperiodisch fortgesetzt war.Damit hängt die Verschiebungsrichtung nur noch vom Polygon an sich ab und nichtmehr von der aktuellen Zwischenlage des Graphen.Um die Dreiecksungleichung zu �erzwingen� , müssen wir aber erreichen, daÿ die Ver-schiebungsrichtung sogar für jedes Polygon dieselbe ist (zur Begründung vgl. Abschluÿ-bemerkungen zum Punkt �Metrikeigenschaften� auf Seite 50). Dazu führen wir eine Ab-schwächung der FIF ein:De�nition 2.11 (skalierte Flächeninhaltsfunktion) Es gelten dieselben Vorausset-zungen wie in De�nition 2.6, und f sei die (exakte oder linear approximierte) Flächenin-haltsfunktion des angegebenen Polygons mit Flächeninhalt AP . Dann heiÿt die Abbildungfs : [0; 2�[�! [0; 1[ ; fs(') := f(')=AP(exakte oder linear approximierte) skalierte Flächeninhaltsfunktion (Abk. FIFS).Im folgenden wird, wenn nichts anderes gesagt ist, die skalierte Variante der Flächenin-haltsfunktion gemeint sein, auch wenn wir das Attribut �skaliert� auslassen.Es ist sofort einsichtig, daÿ dadurch die Skalierungsabhängigkeit der Darstellung ver-lorengeht, die für die Roboterlokalisation mittels Laser-Radar (=Entfernungsmesser) na-türlicherweise gefordert wird. Am Ende des Kapitels 2.2 wird allerdings eine prinzipielleMöglichkeit gezeigt, wie die Metrik wieder sensibel gegenüber Skalierungen gemacht wer-den kann.Das positive Ergebnis ist, daÿ der Funktionswert an der Stelle ' = 2� nun 1 beträgtund damit vom Polygon unabhängig ist. Der Graph der Flächeninhaltsfunktion darf nurentlang des Vektors (2� 1)T verschoben werden, was näherungsweise der Veränderung des



54 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEStartpunktes P1 auf der Peripherie entspricht. Für eine Abschnittsfunktion f (zwischenzwei Haltepunkten des Sweeps) wird dies durch den Ausdruck f(x+ 2�t)� t modelliert.Bei dieser Vorgehensweise läÿt sich erfreulicherweise auch das zweite Problem lösen:das der Komplexität. Angenommen, für die Lage der Punkte P1 wie in Bild 2.18(a) sei dieL2-Norm der Di�erenz der FIF-Kurven minimal. Im Bild (b) daneben ist der Punkt P1
PP1

P1 BA (a) BA
P 01 P 01 = P

(b)Abbildung 2.18: Gleichmäÿige Verschiebung des Startpunktes P1 in zwei Polygonendes Polygons B um etwa 90� im Uhrzeigersinn in einen vorher bestimmten Eckpunkt Pverschoben worden. Im Polygon A ist auf den Punkt P1 genau dieselbe Verschiebungangewendet worden. Diese Veränderungen des Funktionsparameters P1 repräsentieren eineVerschiebung der Flächeninhaltsfunktionen fs und gs um den gleichen Betrag �=2 in x-Richtung. Da schlieÿlich der Verschiebungsvektor der FIFS in beiden Fällen (2� 1)T ist, istauch der Verschiebungsbetrag in y-Richtung derselbe (nämlich 1=4), wodurch sich einfacheine parallele Veränderung beider Funktionsgraphen ergibt. Der Flächeninhalt dazwischen(d.h. die L2-Norm der Di�erenz) ist unverändert geblieben, also in Abbildung 2.18(b)ebenfalls minimal.Die Folge ist, daÿ wir für jede Lage der Graphen, für die die Flächendi�erenz zubestimmen ist, ohne Beschränkung der Allgemeinheit davon ausgehen können, daÿ einvorher �xierter Punkt P des Polygons B (wie in Abbildung 2.18 (b)) dem Punkt (0; 0)im Graphen entspricht. Wir brauchen daher nur über alle Verschiebungen der FIFS desPolygons A zu minimieren.Die Anzahl der Eventpunktlagen ist nun deutlich reduziert. Eventpunkte vom Typ 2spielen keine Rolle mehr: Die Verschieberichtung ändert sich nicht während der Verschie-bung. Also verbleiben genau die m � n Eventpunktlagen, bei denen zwei Übergangsstellenvon f und g zusammenfallen.Der Verschiebeparameter t muÿ aufgrund der Quasiperiodizität natürlich nur im In-tervall [0; 1] (für den Ausdruck f(x+ 2�t)� t) betrachtet werden.De�nition 2.12 (FIF-Distanz) Seien A und B zwei sternförmige Polygone, für dienach dem Verfahren vom Beginn des Abschnitts 2.2.4 jeweils ein spezieller Kernpunktfestgelegt wurde. Die diesbezüglichen skalierten Flächeninhaltsfunktionen seien f und g.



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 55Die Abbildung s(A;B) := mint2[0;1]sZ 2�0 �f(x+ 2�t)� t� g(x)�2dxheiÿt skalierte Flächeninhaltsdistanz für sternförmige Polygone.(Zur Vereinfachung werden wir aber nur von der Flächeninhaltsdistanz sprechen undmeinen, wie auch bei der Flächeninhaltsfunktion, stets die skalierte Variante.)Satz 2.13 (FIF-Metrik) Die skalierte Flächeninhaltsdistanz ist eine metrische Ähnlich-keitsfunktion und wird daher im folgenden auch (skalierte) Flächeninhaltsmetrik ge-nannt.Beweis:1. Die Eigenschaft A = B , s(A;B) = 0 benutzt sowohl für die FIF als auch für dieFIFlin ein interessantes Resultat aus Kapitel 2.3 und wird deshalb erst auf Seite 63nachgewiesen. Dort geht es um die Rekonstruktion eines Polygons aus der FIF-Darstellung, die einem konstruktiven Beweis der Rückrichtung �(� obenstehenderÄquivalenz entspricht. (Die andere Richtung stellt keine Schwierigkeit dar.) Manbedenke, daÿ �A = B� hier Identität der Punktmengen bis auf Translation, Rotationund Skalierung bedeutet.Die Symmetrie und die Dreiecksungleichung zeigt man ähnlich wie in Satz 2.4; al-lerdings sind die hier vorkommenden Funktionen nicht periodisch, sondern quasipe-riodisch. Zu beachten ist, daÿ die beiden folgenden Beweisteile für die FIF wie auchfür die FIFlin gleichermaÿen gelten, denn sie benutzen nur die Quasiperiodizität derFunktionen, die natürlich auch im Fall der FIFlin gegeben ist:2. Symmetrie: Seien tAB der minimierende Wert für s(A;B) und tBA := 1�tAB 2 [0; 1].Dann gilt:s2(A;B) = Z 2�0 �f(x+ 2�tAB)� tAB � g(x)�2dx(�)= Z 2�0 �f(x+ 2�tAB + 2�tBA)� tAB � g(x+ 2�tBA)�2dx= Z 2�0 �f(x+ 2�)� tAB � g(x+ 2�tBA)�2dx(�)= Z 2�0 �f(x) + tBA � g(x+ 2�tBA)�2dx� mint2[0;1]Z 2�0 �g(x+ 2�t)� t� f(x)�2dx= s2(B;A):Für die Gleichung (�) wurden lediglich die Graphen von f und g gemeinsam um2�tBA (nach links) verschoben, ohne daÿ sich dadurch ihr L2-Abstand ändert. In



56 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEder Gleichung (�) wurden einerseits die Quasiperiodizität f(x+2�) = f(x)+ 1 undandererseits 1� tAB = tBA ausgenutzt. Diese Beziehung zwischen den Verschiebepa-rametern besagt natürlich, daÿ bei einer Vertauschung der Rollen von f und g dieminimierende Verschiebung in entgegengesetzter Richtung erfolgt.Mit der analog zu zeigenden Ungleichung s(B;A) � s(A;B) erhält man Gleichheit.3. Dreiecksungleichung: Seien dazu f , g und h die Flächeninhaltsfunktionen dreierPolygone A, B und C, und seien tAB und tBC die minimierenden Werte für s(A;B)und s(B; C).s(A;B) + s(B; C) = sZ 2�0 �f(x + 2�tAB)� tAB � g(x)�2dx+sZ 2�0 �g(x+ 2�tBC)� tBC � h(x)�2dx= sZ 2�0 �f(x + 2�tAB + 2�tBC)� tAB � g(x+ 2�tBC)�2dx+sZ 2�0 �g(x+ 2�tBC)� tBC � h(x)�2dx(��)� sZ 2�0 �f�x+ 2�(tAB + tBC)�� (tAB + tBC)� h(x)�2dx� mint2[0;1]sZ 2�0 �f(x+ 2�t)� t� h(x)�2dx= s(A; C):Im Schritt (��) gilt die Minkowski-Ungleichung. 22.2.4.4 Berechnung der skalierten FlächeninhaltsmetrikZunächst ist ein spezieller Kernpunkt nach der Methode von Abschnitt 2.1.3.1 zu bestim-men; der Aufwand hierbei beträgt O(k � log k) für k = max(m;n), wenn die Eingabepo-lygone m bzw. n Ecken haben. Er kann für jedes Polygon separat bestritten werden undist damit Preprocessing-fähig (geeignet bei groÿen Szenen mit mehreren zu erwartendenAnfragen).Für die Bestimmung der L2-Norm laut De�nition 2.12 hat man � wie bei der PKF �zwei Optionen: Da eine exakte Bestimmung des angegebenen Minimums für die nichtap-proximierte FIFS-Distanz nicht evident ist, kann man sich auf die m � n Eventpunktebeschränken, die durch die Fixierung des Graphen von g (siehe Seite 54) übriggebliebensind, und nur unter diesen Lagen von f minimieren. Es gelten dieselben Kriterien zurStartpunktauswahl wie in Abschnitt 2.1.4.2; man kann also durchaus noch weiter ein-schränken, wenn zum Beispiel die unterschiedliche Qualität der beiden Eingabepolygonebekannt ist, wie im Fall des Zellskeletts aus dem Preprocessing und des Scan-Skeletts.



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 57In jedem Fall sind maximal m � n Integralberechnungen einer jeweiligen Komplexität vonO(m+ n) durchzuführen. Das Integral innerhalb eines der O(m+ n) Streifen erhält manfür c1;2 = 1=2 � jpPij2 � sin�1;2 aus Formel (2.4) wie folgt: MitS(�) = Z 'r'l sin2 'sin2('+ �)d'= "cos('� �)� cos('+ �) + ' � sin('� �) + ' � sin('+ 3�)2 � sin('+ �)� log sin('+ �) � sin 2�#'r'lundT (�1; �2) = Z 'r'l sin2 'sin('+ �1) � sin('+ �2)d'= "' � cos(�1 + �2) + log sin('+ �2) � sin2 �2 � log sin('+ �1) � sin2 �1sin(�1 � �2) #'r'lergibt sichZ 'r'l � c1 � sin'sin('+ �1) � c2 � sin'sin('+ �2)�2 d' = c21 � S(�1) + c22 � S(�2)� 2c1c2 � T (�1; �2)für �1 6= �2 und Z 'r'l (c1 � c2)2 � sin2 'sin2('+ �) d' = (c1 � c2)2 � S(�)für �1 = �2 =: �.Bei diesen Formeln beachte man jedoch, daÿ die FIF gemäÿ Gleichung (2.5) akkumu-lierend ist, d.h. der Funktionswert in einem Sektor ergibt sich aus einem lokalen Wertzuzüglich des bis dahin überstrichenen Flächeninhalts. Dieser Sachverhalt wurde in denangegebenen Integralen zur Vereinfachung der Darstellung nicht berücksichtigt.Die andere Option besteht in der Verwendung der linear approximierten (skalierten)Flächeninhaltsfunktion FIFlin. Auch wenn die Minimierungsvorschrift � Verschiebung ent-lang (2� 1)T � hier komplizierter ist als bei der PKF, kann das Minimum aus De�niti-on 2.12 mit der FIFlin exakt bestimmt werden. Das Verfahren ist mit dem von Algorith-mus 1 bis auf einige technische Veränderungen identisch, daher seien nur die wichtigstendavon genannt:Es gibt also m � n Eventpunktlagen von f , während die Lage von g �xiert ist. Zwi-schen diesen Lagen sind die Funktionsgleichungen fest, und die L2-Norm unterliegt einerVeränderung, die durch ein Polynom zweiten Grades beschrieben und deren Minimalwertdaher exakt bestimmt werden kann.Ohne Beschränkung der Allgemeinheit verschieben wir f nur nach links unten. Dieaktuellen Streifengrenzen, d.h. die Ränder des aktuellen Integrationsintervalls, lauten all-gemein l � 2�t und r � 2�t, wenn t der Verschiebeparameter ist.



58 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEBe�ndet sich f am rechten Rand des aktuellen Streifens, d.h. vor der Verschiebung,dann seien die beiden FIFS-Gleichungen durch f(x) = ax+ b, g(x) = cx+ d gegeben. DieL2-Norm zwischen den Kurven beträgtF (t) := Z r�2�tl�2�t �a(x + 2�t) + b� t� (cx+ d)�2dx: (2.6)In expliziter Darstellung erhält man F (t) = x � t2 + y � t+ z mitx = (2�c� 1)2 � (r � l)y = (2�c� 1) � ((a� c)(r2 � l2) + 2 � (b� d)(r � l))z = 1=3 � (a� c)2 � (r3 � l3) + (a� c)(b� d)(r2 � l2) + (b� d)2 � (r � l):Die L2-Norm zwischen beiden Kurven ist genau dann von t unabhängig, wenn die Ver-schieberichtung (von f) mit dem Anstieg von g übereinstimmt, d.h. wenn 1=2� = c ist.Das bestätigt die Formel, denn für diesen Wert von c ist F (t) = z = const . In allen ande-ren Fällen ist x > 0, d.h. F ist wieder eine nach oben geö�nete Parabel. Die Darstellungvon Bild 2.8(b) (Seite 33) gilt entsprechend.Stellt man die quadratische Form (2.6) für jeden Streifen auf und bildet die Summeder Koe�zienten x, y und z aller Streifen im Intervall [0; 2�], so erhält man eine Darstel-lung Fges(t) = X � t2 + Y � t+Z, die die Änderung der L2-Norm unter Verschiebungen imgesamten De�nitionsbereich angibt. Das zulässige Intervall [0; t�] für den Verschiebepara-meter errechnet man analog zu Abschnitt 2.1.4.1, indem t� als die Breite des schmalstenStreifens genommen wird, der links von g und rechts von f begrenzt wird. Um diesenWert t� kann f aus der aktuellen Initiallage heraus verschoben werden, ohne daÿ zweiÜbergangsstellen von f und g kollidieren. Damit kann das globale Minimum von Fges(t)in [0; t�] leicht bestimmt werden.Die Gesamtprozedur betrachtet nun jede Eventpunktlage von f , in der eine gemein-same Übergangsstelle mit g existiert. Gemäÿ der Lagen aller Übergangsstellen wird dasIntervall [0; 2�] in Streifen eingeteilt und für jeden Streifen nach obiger Vorschrift dieFunktion F (t) gebildet. Die Koe�zientensumme ergibt nach dem Durchlauf über alleStreifen die Formel Fges(t) und den Wert t�, so daÿ das globale Minimum von Fges be-stimmt werden kann. Dieser Wert ist über alle Eventpunktlagen von f zu minimieren.Das Resultat ist die L2-Norm der beiden stückweise linearen Funktionen f und g unterallen Verschiebung von f und g entlang (2� 1)T; der Gesamtaufwand beträgt � wie beider PKF-Metrik � O(mn � (m+ n)).2.2.5 Abschlieÿendes zur FlächeninhaltsdistanzIn diesem Kapitel wurde eine Ähnlichkeitsfunktion vorgestellt, die den vom Laserstrahlüberstrichenen Flächeninhalt (bei einem 360�-Rundumscan) als Funktion des Winkelsaufträgt, den der Strahl mit einer festen Referenzrichtung bildet. Diese Funktion hängt vonzwei Parametern ab, die nicht unabhängig von Rotationen des Eingabepolygons festgelegtwerden können: dem Peripheriepunkt, an dem die Messung des Flächeninhalts beginnt,und demjenigen, an dem er auf Null gesetzt wird. Selbst wenn man vereinbart, daÿ diesePunkte stets identisch sein sollen, wirkt ihre Veränderung unterschiedlich auf den Graphender Funktion: in Form einer Horizontal- und einer Vertikalverschiebung.



2.2. EIN FLÄCHENORIENTIERTER ANSATZ 59Vereint man diese Punkte zu einem gemeinsamen Startpunkt P1 auf der Peripherie, sogilt stets f(0) = 0. Eine Variation von P1 bedeutet dann eine Verschiebung des Graphendurch den Ursprung hindurch, indem sich die Verschiebungsrichtung an jedem Punkt desGraphen ändert. Diese Parametrisierung ist kompliziert genug, daÿ eine daraus abgeleite-te Ähnlichkeitsfunktion nachweislich nicht die Dreiecksungleichung erfüllt und auÿerdemkaum e�zient berechenbar ist.Beseitigung des globalen Nullpunkts. In Abschnitt 2.2.4.2 (siehe dortige Zusam-menfassung) wurde argumentiert, daÿ die Ursachen dafür darin liegen, daÿ die Flächenin-haltsfunktion keine absolute Funktion ist. Eine einfache Möglichkeit, sie zu einer absolutenFunktion zu machen, ist anscheinend folgende:Statt den insgesamt überstrichenen Flächeninhalt zu betrachten, legt man als Funkti-onswert diejenige Fläche fest, die im aktuellen Sektordreieck überstrichen wurde (Abbil-dung 2.19). Damit hat man erreicht, daÿ für jeden Peripheriepunkt P der FunktionswertP
P1 (a) (b)

A
2�Abbildung 2.19: Ein Dreieck (a) und seine sektorenbezogene Flächeninhaltsfunktion (b)eindeutig feststeht � unabhängig von einem gewählten Nullpunkt: Man bestimmt den Sek-tor, zu dem P gehört, und berechnet den darin überstrichenen Flächeninhalt. Damit istdie Funktion in der Tat nur noch von dem Punkt abhängig, an dem die Messung beginnt.Eine Veränderung dieses Punktes bedeutet eine einfache waagerechte Verschiebung desGraphen, und wir haben eine ähnliche Situation wie bei der Polarkoordinatenmetrik.Dieser Ansatz schlägt jedoch in der Praxis völlig fehl. In Abbildung 2.20 ist nocheinmal das Dreieck aus Bild 2.19 dargestellt, allerdings mit einigen Meÿungenauigkeiten.Diese sind noch dazu ziemlich �harmlos� : die gemessenen Entfernungen weichen nur we-nig von denen im Bild davor ab; allerdings hat ein Extraktionsprogramm diese geringenAbweichungen bereits zum Anlaÿ genommen, einige zusätzliche Eckpunkte einzufügen.Dadurch ist die Sektoreneinteilung des Dreiecks feiner geworden, und der abgebildeteFunktionsgraph hat doppelt so viele Nullstellen.Durch solche Veränderungen kann die Integraldi�erenz der Funktionen aus den Bil-dern 2.19(b) und 2.20(b) beliebig groÿ werden. Es müssen nur ausreichend viele falscheEckpunkte zum Dreieck hinzukommen, die sogar kollinear mit den echten Ecken sein dür-fen. Zusätzlich sind diese Abbildungen nun nicht mehr stetig. � All dies gilt für die linearapproximierte FIF in analoger Weise.



60 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONE

2�P1 (a) (b)
A

Abbildung 2.20: Ein verrauschtes Dreieck (a) und seine sektorenbezogene Flächeninhalts-funktion (b)In Kapitel 2.2.4.3 wurde die De�nition der Flächeninhaltsdistanz drastisch vereinfacht.Der Flächeninhalt wurde für jedes Polygon auf 1 normiert, als Verschiebungsvektor nurnoch (2� 1)T zugelassen. Die abgeleitete skalierte FIFS-Distanz entsprach damit nur nä-herungsweise der Intuition. Die (2� 1)T-Verschiebung weicht von der lageabhängigen Ver-schiebung durch den Ursprung dann stärker ab, wenn die Flächeninhalte der einzelnenSektoren sehr unterschiedlich sind. Der Verlauf des Graphen (ob linear approximiert odernicht) ist in diesem Fall nur eine schlechte Näherung der Strecke (0; 0)(2�; 1).Aufgrund der durchgeführten Vereinfachungen konnte für die neue Distanz die Drei-ecksungleichung gezeigt werden, so daÿ alle Metrikeigenschaften erfüllt sind. Auÿerdemlieÿ sich mit dem Verfahren zur Minimierung der L2-Norm (bzw. [zumindest theoretisch]jeder beliebigen Lp-Norm) zwischen (stückweise) linearen Funktionen der exakte Wert derFIFlin-Metrik bestimmen.Nachteile haben sich in der Anwendbarkeit für die Roboterlokalisation gezeigt. Zwarist die Metrik translations- und rotationsunabhängig,3 sie ist aber auch unabhän-gig gegenüber Skalierungen der Eingabepolygone. Die Skalierungsabhängigkeit derMetrik wurde gewissermaÿen der Dreiecksungleichung geopfert, deren Nachweis ohne dieNormierung der Polygon�ächeninhalte auf f(2�) = 1 nicht möglich gewesen wäre.Diesem Umstand kann eventuell wie folgt abgeholfen werden.Lemma 2.14 Sei s eine Metrik auf einer Menge O geometrischer Objekte, die durcheine Jordankurve darstellbar sind. Dann ist für jedes Objekt o 2 O ein Flächeninhaltarea : O �! R>0 de�niert. Sei weiter ! eine positive reelle Zahl. Die Abbildungs0 : O �O �! R�0 ; s0(x; y) := s(x; y) + ! � j area(x)� area(y)j (2.7)ist ebenfalls eine Metrik, und sie ist skalierungsabhängig.Beweis: Die Metrikeigenschaften rechnet man unmittelbar nach. Für die Dreiecksunglei-3Falls ein Kompaÿ zur Verfügung steht, kann die FIF-Metrik auch in einer rotationssensitiven Varianteimplementiert werden; siehe dazu Abschnitt 2.1.5 auf Seite 39 bei der PKF.



2.3. ZUSAMMENFASSUNG 61chung gilt zum Beispiels0(x; y) + s0(y; z) = s(x; y) + s(y; z) + ! � (j area(x)� area(y)j+ j area(y)� area(z)j)� s(x; z) + ! � j area(x)� area(z)j= s0(x; z): 2Die Skalierungsabhängigkeit, die durch den rechten Summanden in Gleichung 2.7 erreichtwird, ist durch den Parameter ! beein�uÿt. Er gibt an, ob die alte Metrik s oder dieFlächendi�erenz eine stärkere Wirkung auf s0 hat.Eine alternative De�nition von s0 wäres00(x; y) := s(x; y) + ! � j area(x)� area(y)jarea(x) + area(y) :Auch s00 ist (als Summe zweier Metriken) eine Metrik.4 Sie ist toleranter gegenüber Flä-cheninhaltsdi�erenzen bei groÿen Objekten; bei kleinen fallen sie mehr ins Gewicht.Die Schwierigkeit besteht natürlich in der Wahl des Parameters !. Dazu liegen nochkeine Erkenntnisse vor. Ob die Idee von Lemma 2.14 überhaupt sinnvoll ist, muÿ ebenfallsnoch untersucht werden.Die skalierte Flächeninhaltsmetrik aus De�nition 2.12 wurde in beiden Versionen (FIFund FIFlin) implementiert und getestet. Einige Beispiele dazu sind im Anhang aufgeführt.Zu einer theoretischen Betrachtung der Qualität der Metrik und zur Toleranz gegenüberverrauschten Daten siehe den zusammenfassenden Abschnitt 2.3.3.2.3 Zusammenfassung2.3.1 Vergleich PKF- und FIF-DistanzIn den einzelnen Kapiteln über die genannten Ähnlichkeitsfunktionen wurde bereits aus-führlich eine Bewertung formuliert. Daher soll ein Vergleich nur noch einmal knapp diewesentlichen Charaktere der Distanzen herausstellen (Tabelle 2.3). Man beachte, daÿ ein� ja� in der Zeile �Invariant unter Skalierung� ein unerwünschtes Resultat ist. Das Kriteri-um �Minimierung ist intuitionsgemäÿ� soll angeben, ob die Variation des in der Distanzverwendeten Minimierungsparameters der Veränderung des korrespondierenden Polygon-parameters entspricht, also der Polygonorientierung bei der PKF bzw. der Wahl des Start-punktes P1 bei der FIF. Es steht in engem Zusammenhang mit dem Kriterium �exakteBerechnung in der Praxis� .Die vorgestellten Metriken bzw. Distanzen haben sich als recht robust gegenüber ver-rauschten Daten erwiesen, unabhängig davon, ob das Rauschen gleichmäÿig oder un-gleichmäÿig verteilt ist. Ein allgemeiner Nachteil der linear approximierten Kurven muÿ4Die Dreiecksungleichung � die einzige nicht o�ensichtliche Metrikeigenschaft von s00 � beweist mandurch eine Fallunterscheidung bezüglich der Lagebeziehung von x, y und z und Ausnutzen von Termsym-metrien.



62 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEKriterium PKF-Distanz FIF-Distanz FIFS-DistanzMetrikeigenschaften ja nein jaexakte Berechnung nein (PKF) nein (FIF)in der Praxis� ja (PKFlin) nein ja (FIFlin)VerwendeteFunktionenmetrik L2 L2 L2Anzahl der Minimie-rungsparameter in 1 2 1der Metrikde�nition nein (PKF) nein (FIF)Minimierung ist näherungsweise ja näherungsweiseintuitionsgemäÿ (PKFlin) (FIFlin)Invariant unterTranslation ja ja jaRotation ja ja jaSkalierung nein nein jaBerechnungs- (mn + n) � (mn +m)�komplexität mn � (m + n) (m+ n) mn � (m+ n)�Ein �nein� in dieser Zeile bedeutet auch, daÿ die Metrikeigenschaften in der Praxis nicht mehr gelten.Tabelle 2.3: Vergleich verschiedener Ähnlichkeitsfunktionen in der Übersichtdennoch erwähnt werden: Da sie immer aus Stützstellen der exakten Kurve entstehen,die Polygonecken entsprechen, können redundante (evtl. auch durch Meÿungenauigkeitenentstandene) Peripheriepunkte, die kollinear mit ihren Nachbarn liegen, das Ergebnis ne-gativ beein�ussen: Vergleicht man ein Dreieck mit einem Viereck, das aus dem Dreieckdurch Einfügen des Mittelpunkts einer Seite als Scheinecke entsteht, so verändern sichdie PKFlin und die FIFlin leicht, da jetzt eine weitere Stützstelle hinzukommt. Will mandiese beiden Polygone als identisch betrachten (was freilich nur in quantitativer Hinsicht,nicht qualitativ, gelten kann), so muÿ man auf die Verwendung der linear approximiertenDarstellungen verzichten.Der wesentliche konzeptionelle Unterschied zwischen der PKF- und der FIFS-Distanzist, daÿ die erstgenannte absolut ist, während die zweite schon im Ansatz von mehrerenParametern abhängt.2.3.2 Rekonstruktion der Polygone aus PKF- und FIF-Darstel-lungenAn dieser Stelle soll die Eindeutigkeit der PKF- und der FIF-Repräsentationen für Po-lygone untersucht werden: Gibt es zwei (bis auf gewisse Ähnlichkeitstransformationen)verschiedene Polygone mit derselben PKF- bzw. FIF-Darstellung? Falls ja, so lassen sichdie Polygone aus dem Graphen der Funktion unter Umständen nicht rekonstruieren, unddie Bezeichnung �Darstellung� ist im strengen Sinne gar nicht gerechtfertigt.



2.3. ZUSAMMENFASSUNG 632.3.2.1 Zur PolarkoordinatenfunktionBei der Polarkoordinatenfunktion ist die Antwort auf die Frage der Rekonstruierbarkeitsehr einfach: Man gibt sich den Punkt p in der Ebene vor und und trägt in der Richtung 'gegenüber der Horizontalen einen Peripheriepunkt im Abstand pkf(') von p ein. Es genügtsogar, die aus der Kurve ersichtlichen Übergangsstellen der Funktion zu betrachten, da siegenau die Ecken des Polygons ergeben. Daher ist die PKF-Darstellung ebenso eindeutigwie die vereinfachte PKFlin-Darstellung.2.3.2.2 Zur FlächeninhaltsfunktionDieser Abschnitt behandelt die nichtapproximierte FIF.Betrachten wir noch einmal die Gleichungen (2.1) für den Abstand r(') und (2.4) fürden überstrichenen Flächeninhalt A('), die der analytischen Beschreibung der PKF undder FIF in einem Sektor 4pPiPi+1 zugrundelagen: Mit s = jpPij giltr(') = s � sin�sin('+ �) ; A(') = 12 � s2 � sin � � sin'sin('+ �) :Nach einigen Umformungen erhält manA0(') = 12 � s2 � sin� � sin�sin2('+ �) = 12 � r2(') :Die Ableitung der Flächeninhaltsfunktion ist also im wesentlichen gleich dem Quadrat derPolarkoordinatenfunktion. Zum Verständnis dieser Formel beachte man, daÿ der überstri-chene Flächeninhalt bei einer Rotationsbewegung eines Geradenstückes nicht nur von derLänge dieser Strecke, sondern auch direkt proportional vom Abstand (des Mittelpunktes)dieser Strecke vom Drehzentrum abhängt. Diese Gröÿen haben in unserem Fall die Werter(') bzw. 1=2 �r('), daher �ieÿt der Ausdruck r(') zweimal in den Flächeninhalt ein. DerÜbergang von A0(') zu A(') ist dann noch durch die Integration über die Drehbewegung,d.h. über ', beschrieben.Dieser interessante Zusammenhang beantwortet auch die Frage nach der Eindeutigkeitder Flächeninhaltsfunktion: Für eine gegebene Kurve A(') sind A0(') und damit auchr(') = p2 � A0(') eindeutig bestimmt � zwei Polygone haben genau dann die gleicheFlächeninhaltsfunktion, wenn sie kongruent sind.5 Die L2-Norm gemäÿ De�nition 2.10 istgenau in diesem Fall Null.2.3.2.3 Zur linear approximierten Flächeninhaltsfunktion FIFlinDie linear approximierte Flächeninhaltsfunktion verzichtet auf die Information zwischenden Polygonecken. Bei der De�nition der PKFlin hatten wir als Legitimation eingeführt,daÿ durch die Approximation keine Metrikeigenschaft verlorengeht, insbesondere nichtdie Eindeutigkeit. Dieser Sachverhalt soll nun auch für die FIFlin überprüft werden. Dazustellen wir uns vor, wie man bei einer Rekonstruktion eines Polygon P vorgehen würde:Man legt wieder den Punkt p in der Ebene fest und muÿ nun zuerst den Punkt P1 �-xieren, der der Stelle (0; 0) im Graphen entspricht. Dies bedeutet nichts anderes als seinen5Für die skalierte FIF gilt entsprechend Gleichheit bis auf Ähnlichkeitstransformationen.



64 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEAbstand zu p zu ermitteln, denn der exakte geometrische Ort ist durch die Rotationsfrei-heit uninteressant. Angenommen, wir hätten diesen Abstand gefunden.Dann können wir P1 vorgeben und haben mit dem Strahl p ! P1 auch die Refe-renzrichtung festgelegt (siehe Bild 2.21(a)). Aus dem Graph der Funktion können wir

p lr P1�A
P2

(a)

P3P4P5 P6 P7 = Pn
Pn+1P1P2

p A
(b)Abbildung 2.21: Rekonstruktion eines Polygons aus der FIFlin: erster Sektor (a), letzterSektor (b)den Winkel � und den Flächeninhalt A von Dreieck 4pP1P2 ablesen (Breite des erstenTeilintervalls; Funktionswert an der ersten [inneren] Stützstelle). Vermöge der GleichungA = 12 � r � l � sin� bzw. r = 2Al � sin�ist der Abstand jpP2j eindeutig bestimmt, und P2 läÿt sich elementar konstruieren. Soverfährt man in der Folge mit P3 und allen weiteren Punkten.Beim letzten Sektor ergibt sich wiederum eindeutig ein Punkt Pn+1, der auf demStrahl p! P1 liegt, da die Summe der Gröÿen aller Intervallabschnitte 2� beträgt. Imallgemeinen wird nun P1 6= Pn+1 sein, da der Startpunkt P1 am Anfang �geraten� wurde(Abbildung 2.21(b)).Diese Konstruktionsvorschrift de�niert eine Funktion zP : R2 n fpg �! R2 , die fürjede Wahl von P1 mit P1 6= p eindeutig einen Punkt Pn+1 auf dem Strahl p!P1 liefert.Lösungen des Rekonstruktionsproblems sind alle Fixpunkte von zP , d.h. Punkte P1 mitzP(P1) = P1. Die FIFlin-Darstellung ist eindeutig, wenn für jedes Polygon P die zugehörigeFunktion zP höchstens einen Fixpunkt besitzt (die Existenz ist gesichert, falls die gegebeneKurve ein gültiger FIFlin-Graph ist).Dazu muÿ das Verhalten von zP genauer untersucht werden. Betrachten wir noch ein-mal Abbildung 2.21(b). Um einen Fixpunkt zu erhalten, würde man intuitiv vielleichtden Punkt P1 auf den Punkt Pn+1 hinzubewegen, also nach auÿen verschieben. Dannwird aber der Flächeninhalt von Dreieck 4pP1P2 gröÿer, der jedoch fest vorgegeben ist.Um dies auszugleichen, muÿ daher P2 nach innen wandern, d.h. auf p zu. Dies verklei-nert aber Dreieck 4pP2P3, so daÿ P3 nach auÿen bewegt wird, damit der Flächeninhalt



2.3. ZUSAMMENFASSUNG 65konstant bleibt. (Man beachte, daÿ bei einer Variation von P1 die Lagen aller folgendenEckpunkte Pi sich auf eindeutig bestimmte Art ebenfalls verändern.) Auf diese Weisewerden o�enbar alle Eckpunkte mit ungeradem Index (wie P1) nach auÿen bewegt, alleanderen nach innen. Im Beispiel gilt n = 7, also wandert Pn+1 = P8 nach innen, undes gibt genau eine Wahl von P1, für die P8 und P1 zusammenfallen � das Polygon istrekonstruiert.Dieser Erfolg beruht aber darauf, daÿ hier n ungerade ist. Allgemein gilt für dasVerhalten der Funktion zP :� Ist die Eckenzahl n von P ungerade, so bewegt sich Pn+1 = zP(P1) bei einer Verän-derung von P1 entlang p!P1 entgegen der Bewegungsrichtung von P1.� Ist n gerade, so bewegen sich P1 und Pn+1 stets gleichgerichtet, d.h. entweder beidenach auÿen oder beide nach innen auf p zu.Für gerades n muÿ also die Konstruktion theoretisch nicht unbedingt zum Erfolg führen,und tatsächlich �ndet man relativ leicht ein Gegenbeispiel.
P1

(a)
P1

(b)Abbildung 2.22: Zwei Achtecke mit gleicher FIFlin-DarstellungIn Abbildung 2.22(a) ist ein sternartiges, achsensymmetrisches Achteck angegeben.Bewegt man hier den Punkt P1 nach auÿen, so wandern alle konkaven Ecken nach auÿen,während alle Spitzen sich auf p zubewegen. Irgendwann sind die Konkavecken kollinearmit ihren Nachbarn, und es ist ein Rhombus entstanden. Wird dann P1 weiter von pentfernt, so ergibt sich schlieÿlich das regelmäÿige Achteck im Bild rechts daneben. Beidieser Umwandlung, die ein Beispiel für das in Kapitel 1.3.6 vorgestellte Morphing ist,bleiben sämtliche Zentriwinkel des Sterns (d.h. alle Sektorenwinkel mit p als Scheitel)unverändert, ebenso die Flächeninhalte der Sektoren. Das regelmäÿige Achteck hat daherexakt die gleiche Flächeninhaltsfunktion FIFlin wie der anfängliche Stern (gleiches gilt füralle Zwischenpolygone dieses Morphings).Allerdings treten diese Mehrdeutigkeiten nicht bei allen Polygonen mit gerader Ecken-zahl auf. Selbst wenn sich P1 und Pn+1 bei der Rekonstruktion in die gleiche Richtungbewegen, kann diese Bewegung mit unterschiedlicher Geschwindigkeit erfolgen, so daÿ



66 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEunter Umständen trotzdem genau eine Lage von P1 existiert, für die Pn+1 mit P1 zusam-menfällt wie im ungeraden Fall. Die Klasse der Polygone, für die die Rekonstruktion ausder FIFlin nicht möglich ist, wurde noch nicht genau identi�ziert.Die Metrikeigenschaft �A = B () s(A;B) = 0� gilt jedenfalls für die FIFlin nicht.Da sie jedoch höchstens für Polygone mit gerader Eckenzahl verletzt ist, müssen wir nacheiner Möglichkeit suchen, uns auf Polygone mit ungerader Eckenzahl zu beschränken. Inder Praxis kann man das wie folgt erreichen:Als Grund für die Mehrdeutigkeiten hatten wir erkannt, daÿ zuviel Information zwi-schen den Eckpunkten der Polygone verschenkt wurde. Gibt man nur einen einzigenZwischenpunkt (d.h. einen zusätzlichen Winkel mit zugehörigem Flächeninhalt) vor, soist die Lage der Polygonkante �xiert, auf der dieser Punkt liegt, und mit ihr dann wiederdas ganze Polygon.Eine Lösung des Problems besteht also darin, ein Polygon mit gerader Eckenzahl mitzusätzlichen, ungeradzahlig vielen Stützstellen zu versehen.6 Diese Lösung ist aber in derPraxis nicht angebracht. Da das Ausgangspolygon geradzahlig viele Kanten hat, kann mandie zusätzlichen Punkte nicht gleichmäÿig auf die Kanten verteilen. Dadurch beein�ussensie die FIFlin des Polygons ungleichmäÿig, und der Distanzwert hängt von der Auswahlder Punkte ab. Zum zweiten wird sich kaum eine rotationsunabhängige Ergänzung derPunkte �nden lassen.Hier nutzt man viel besser die praktischen Gegebenheiten aus: Der Laserscanner voll-führt zur Gewinnung des Sichtbarkeitspolygons einen Rundumscan und liefert in regelmä-ÿigen Winkelabständen einen Entfernungswert zurück. Das Winkelinkrement sollte nunso eingestellt werden, daÿ die Anzahl der Meÿpunkte nach einer Drehung ungerade ist.2.3.3 AllgemeinesAuswahl einer Funktionenmetrik. In allen bisherigen Ähnlichkeitsabbildungen ha-ben wir zur Messung des Abstands der Funktionsdarstellung die Integralmetrik für stetigeFunktionen verwendet. Dabei handelt es sich allgemein um die Klasse der MetrikenLp = psZ ba jf(x)� g(x)jpdx (2.8)für das gemeinsame De�nitionsintervall [a; b] von f und g. Aus Gründen des Rechenauf-wandes wird für p meistens 1 oder 2 gewählt. Die L1-Norm ist oft einfacher zu berechnen,auch wenn f und g lineare (nichtkonstante) Funktionen sind. Die Norm L2 bietet denVorteil, daÿ die Betragsstriche in Gleichung (2.8) entfallen und man sich daher bei derIntegralberechnung keine Gedanken über Schnittpunkte von f und g machen muÿ. Dieswurde bei beiden bisher behandelten Polygonmetriken ausgenutzt. Der eingesparte orga-nisatorische Aufwand wird bei der Integration wieder eingefordert.Es sind auch andere Funktionsmetriken denkbar. G. Rote ([Rote92]) erwähnt die be-6Würde man zu einem Polygon mit ungerader Eckenzahl (und daher eindeutiger FIFlin-Darstellung)einen Punkt hinzufügen, so könnte es eventuell eine ganze Reihe von Polygonen geben, die jetzt ebenfallsdiese FIFlin-Darstellung haben, die nun also mehrdeutig geworden ist.



2.3. ZUSAMMENFASSUNG 67schränkte Lipschitz-Metrik jjf � gjjBL mitfBL = max�Z ba f(x)g(x)dx : jg(x)j �M; jg(x)� g(y)j � jx� yj 8x; y�für einen Parameter M , die Maximumsmetrik jjf � gjj1 = maxx2[a;b] jf(x) � g(x)j unddie Diskrepanzmetrik jjf � gjjD = maxa�l�r�b ����Z rl (f(x)� g(x))dx���� :(All dies sind Metriken, da sie von Normen abgeleitet sind.) Davon ist die Maximums-metrik sicher am leichtesten zu berechnen, wäre also ein geeigneter Kandidat. Sie istallerdings für praktische Belange viel zu grob, wie folgendes Beispiel für die approximier-te Flächeninhaltsfunktion zeigt (Abbildung 2.23). Für die Seitenlängen gelten a < a0,
b0

A: b f gP1
P 01

p
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c0B:
Abbildung 2.23: Maximumsmetrik für Funktionenb = b0, c > c0. Dann ergeben sich für die Polygone A und B die FIFlin-Darstellungenf und g. Obwohl die Dreiecke nicht wesentlich variieren, ist der Maximumsabstand derGraphen (angenommen an der gestrichelten Linie) sehr groÿ.Winkelmaÿ versus Bogenlänge. Die PKF und die FIF benutzen zum Ermitteln desFunktionswertes eines Peripheriepunktes P dasselbe Funktionsargument: den Winkel, dender Strahl vom Kernpunkt p durch P mit einer bestimmten Referenzrichtung einschlieÿt.Auch hier gibt es o�enbar Alternativen. Die Bogenlänge eines Peripheriepunktes Pist de�niert als die Länge des Weges, die auf dem Polygonrand von einem festzulegendenStartpunkt P1 bis zu P (meist im Gegenuhrzeigersinn) zurückzulegen ist. Auch diese Dar-stellung erlaubt eine Bijektion der Menge aller Peripheriepunkte auf ein reelles Intervall,in diesem Fall [0; uP ] für den Polygonumfang uP . Eine andere Gemeinsamkeit beider Vari-anten ist, daÿ sie eine Festlegung benötigen, wo der Wert Null (Winkel bzw. Bogenlänge)angenommen werden soll � am Punkt P1.Interessanter sind die Unterschiede. Zunächst ergibt sich in den meisten Anwendungender Bogenlänge zur funktionalen Polygonrepräsentation die Notwendigkeit einer Normie-rung von [0; uP ] auf z.B. [0; 1], da das Intervall sonst nicht als Basis bei einem Vergleich



68 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEverschiedener Graphen per Integralmetrik verwendbar ist. Das Winkelmaÿ hat von vor-neherein eine feste De�nitionsmenge [0; 2�].Umgekehrt besteht ein Nachteil der Winkeldarstellung darin, daÿ sie in der vorgestell-ten Form nur für sternförmige Polygone möglich ist. Andernfalls gibt es keinen Punkt,von dem aus ein Laserstrahl stets genau einen Peripheriepunkt tri�t. Das ist aber für dieAnwendung im Zusammenhang mit Sichtbarkeitspolygonen keine Einschränkung.Die weiteren Unterschiede sind nicht so o�ensichtlich. Sowohl bei der PKF als auchbei der FIF ergaben sich relativ komplizierte Funktionsbeschreibungen mit gebrochenra-tionalen Ausdrücken in Winkelfunktionen. Um das in den jeweiligen Metriken gebildeteMinimum exakt zu bestimmen, muÿten wir uns auf eine lineare Approximation dieserFunktionen beschränken.Bei der Verwendung des Bogenmaÿes als Argument erhält man wesentlich einfachereStrukturen, beispielsweise wie folgt bei der Flächeninhaltsfunktion:Der überstrichene Flächeninhalt wird als Funktion einer reellen Zahl aus [0; 1] dar-gestellt, die vermöge der normierten Bogenlänge eindeutig einen Peripheriepunkt P be-zeichnet. Daraus ergibt sich eine einfache lineare Beziehung, wie Bild 2.24 zeigt.
P Pi+1

hi Pisp
Abbildung 2.24: Überstrichene Fläche in Abhängigkeit von der BogenlängeDie Höhe hi des Dreiecks 4pPiPi+1 ist unabhängig von der Lage von P zwischenPi und Pi+1. Die Länge s der Grundseite ist genau durch die (lokale) Bogenlänge desPunktes P gegeben. Betrachtet man s als Argument einer Funktion, so erhält manA = s � hi=2;also eine lineare Beziehung. Die (globale) Flächeninhaltsfunktion ist damit stückweiselinear; die (Sektor-)Konstante hi=2 gibt den Anstieg des Graphen zwischen zwei Stütz-stellen an. Eine Approximation erübrigt sich, man kann die minimale L2-Norm zwischenzwei solchen Kurven bereits in der �Originalversion� bestimmen.Leider ist diese Form der Flächeninhaltsfunktion nicht eindeutig: Man betrachte diebeiden Polygone in Abbildung 2.25. Der Abstand von p zu den Dreiecksseiten sei jeweilsgleich und stimme auch mit dem Abstand von p0 zu den Quadratseiten überein. Dann istdie FIF im gesamten Intervall [0; 1] linear,7 und die beiden Graphen sind nicht (zumindestmit keiner der Lp- oder der auf Seite 66 vorgestellten Metriken) unterscheidbar.7Die inneren Stützstellen sind im Bild als schwarze Punkte für das Dreieck und als Kreise für dasQuadrat dargestellt



2.3. ZUSAMMENFASSUNG 69Ap0d d
1p

Abbildung 2.25: Zwei Polygone mit derselben FIF als Funktion der BogenlängeDie Identitätseigenschaft einer Metrik ist also verletzt. Es hat sogar jedes regelmäÿigen-Eck mit Abstand d des Schwerpunktes (den wir hier einmal als den speziellen Kernpunktannehmen) von den Seiten dieselbe FIF-Darstellung wie in Bild 2.25. Allgemein gilt:Beobachtung 2.15 Ein Polygon besitzt genau dann einen inneren Punkt p, der von allenSeiten den gleichen Abstand hat, wenn sich die Winkelhalbierenden der Innenwinkel ineinem Punkt schneiden; dieser erfüllt dann die Eigenschaft von p.Dies tri�t durchaus nicht nur für regelmäÿige Polygone zu, sondern z.B. ebenso für geeig-nete Trapeze, Rhomben etc. Diese n-Ecke haben nicht einmal alle den gleichen Flächen-inhalt, da der Wert f(1) = A (siehe Bild) aufgrund der Normierung der Bogenlänge dieFläche nicht exakt wiedergibt.Beim Kreis fallen übrigens die FIF als Funktion der Bogenlänge und die FIF als Funk-tion vom Strahlwinkel zusammen, denn beide Argumente sind proportional zueinandermit dem Radius des Kreises als konstantem Faktor. Die FIF-Darstellung des Kreises hatebenfalls die Gestalt wie in Abbildung 2.25 rechts.Ein letzter Vorteil des Winkelarguments gegenüber der Bogenlänge ist praktischer Na-tur. Bild 2.26 zeigt ein einseitig verrauschtes Polygon und das Original dazu.
p0P2

P3
P 02
P 03

P 01P1 p D D0Abbildung 2.26: Einseitiges Rauschen eines PolygonsDie Gröÿe der Teilintervalle, die den Sektoren 4pP2P3 und 4p0P 02P 03 entsprechen,hängt stark davon ab, ob das Funktionsargument der Winkel oder die Bogenlänge ist:



70 KAPITEL 2. VERGLEICH STERNFÖRMIGER POLYGONEBezeichnet �(P ) (bzw. �0(P )) den Winkel, den der Strahl von p (bzw. p0) durch Pmit der Horizontalen einschlieÿt, so gilt �(P2) = �0(P 02), �(P3) = �0(P 03). Das zugehörigeTeilintervall von [0; 2�] ist also zwischen P2 und P3 dasselbe wie zwischen P 02 und P 03(Winkel als Argument).Der Bogenlängenanteil der Strecke P 02P 03 am Umfang von D0 ist jedoch weit gröÿerals bei D; er kann im Stil einer fraktalen Linie beliebig groÿ werden. Dadurch wird auchder Ein�uÿ der verrauschten Linie auf den Wert der Metrik beliebig hoch.8 Zu dieserProblematik siehe auch die Beschreibung der Arkin-Metrik in Kapitel 3.1 (Seite 71).Dieser Fall einseitigen Rauschens ist in der Roboterlokalisation tatsächlich möglich.Man stelle sich, wie im Bild angedeutet, vor, der Roboter stehe in einem dreieckigenZimmer nahe an einer der Ecken. Dann werden die gemessenen Entfernungswerte für diegegenüberliegende Wand stärker verrauscht sein.Ist der Roboter in der Mitte plaziert, dann sind die Seiten gleichmäÿig verrauscht.Damit erhöht sich zwar der Umfang des Polygons, aber durch das Normieren der Bogen-länge auf [0; 1] haben die drei Seiten dann den gleichen Anteil am De�nitionsintervall wieim unverrauschten Fall.Insofern hat die Normierung der Bogenlänge auch eine positive Konsequenz: sie ver-hindert die starke Beein�ussung des Metrikabstandes durch gleichmäÿiges Rauschen. Füruneinheitlich verteilte Meÿfehler ist sie eher von Nachteil und deshalb für die Roboterlo-kalisation weniger geeignet.

8Zwar kommt es auch hier wieder zu einer Veränderung des Kernpunktes, die im Bild nicht dargestelltist. Das Phänomen der unterschiedlich langen De�nitionsintervalle zur Repräsentation des verrauschtenAbschnitts ist jedoch davon unabhängig.



Kapitel 3Ähnlichkeitsfunktionen für beliebigePolygoneDieses Kapitel beschreibt Ähnlichkeitsfunktionen anderer Autoren, die nicht vor demHintergrund der Roboterlokalisation gearbeitet haben. Dadurch sind die de�nierten Di-stanzmaÿe nicht aus der Arbeitsweise eines Laserscanners abgeleitet, sondern benutzenganz allgemeine intuitive Vorstellungen vom Polygonvergleich. Dennoch gilt auch hier, wiein der Einleitung zu Kapitel 2 festgestellt, daÿ die Polygone zunächst in eine bestimm-te Darstellung zu überführen sind, in der sie sich dann leichter vergleichen lassen. Wirwerden eine weitere funktionale sowie eine zeichenkettenorientierte Polygonrepräsentationvorstellen.Es wird sich zeigen, daÿ zumindest teilweise die speziellen Vorgaben der Roboterlo-kalisation ausgenutzt werden können, um die allgemeinen Distanzen für diese konkreteAnwendung etwas zu verbessern.Im folgenden gehen wir also von einfachen, aber sonst beliebigen, insbesondere nichtunbedingt sternförmigen Polygonen aus. Da die meisten Sachverhalte aus den jeweils an-gegebenen Quellen zitiert sind, werden zu Sätzen und Lemmata keine Beweise angeführt.Die Problematik verrauschter Eingabedaten besteht in vielen Anwendungen und nichtnur bei der Arbeit mit einem Laserscanner. Daher werden wir uns auch in diesem Ab-schnitt mit Ungenauigkeiten der Eingabedaten befassen.3.1 Arkin-MetrikLösen wir uns nun von der Vorstellung, daÿ ein Innenpunkt existiert, von dem das ge-samte Polygon aus eingesehen werden kann. Möchte man trotzdem eine mathematischeGröÿe haben, die eine Art Parametrisierung des Polygons ergibt (analog zum Winkel desLaserstrahls mit der Horizontalen), so kann man auf die Bogenlänge zurückgreifen, aufdie bereits kurz in Abschnitt 2.3.3 auf Seite 67 eingegangen wurde. Dazu legt man einenPunkt P0 auf der Peripherie des Polygons fest, dem die Bogenlänge Null zugewiesen wird,und ordnet jedem Punkt P die Wegstrecke zu, die gegen den Uhrzeigersinn zurückzule-gen ist, um P von P0 aus zu erreichen. Um diese Parametrisierung später als Argumenteiner Funktion verwenden zu können, die mit anderen Funktionen verglichen werden soll,normiert man die Bogenlänge auf ein konstantes Intervall, das wir hier als [0; 1] wählen.71



72 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONEUmgekehrt de�niert dadurch jede Zahl aus [0; 1] eindeutig einen Punkt auf der Poly-gonperipherie. Für eine Zahl b > 1 kann man sich einen eventuell mehrfachen Umlauf umdas Polygon vorstellen, nach dem dennoch wieder eindeutig ein Zielpunkt bestimmt ist.Die so de�nierte Bogenlängenfunktion f von R�0 in die Menge der Peripheriepunkte vonP ist periodisch; es gilt f(b+ 1) = f(b) für alle b und insbesondere f(n) = f(0) = P0 füralle n 2 N .3.1.1 Die Turning-FunktionNun ist eine Gröÿe festzulegen, deren Änderung gegenüber der Bogenlänge möglichst ein-deutig Auskunft über die Gestalt des Polygons gibt. Arkin et al. schlagen in [ACH+91]dazu den Anstieg der Polygonkanten gegenüber einer Referenzrichtung, etwa der Horizon-talen, vor. Genauer:De�nition 3.1 Seien P ein beliebiges (einfaches) Polygon, P0 ein Punkt auf der Peri-pherie sowie f : [0; 1] �! @P die Bogenlängenparametrisierung von P bezüglich P0 alsStartpunkt.Die Abbildung �: [0; 1] �! R bildet eine reelle Zahl b 2 [0; 1] auf den Winkel zwischenderjenigen orientierten Polygonkante und der b-Achse ab, auf der der Punkt f(b) liegt,und heiÿt Turning-Funktion von P (bezüglich P0).Ist f(b) ein Eckpunkt Pk des Polygons, so sei festgelegt, daÿ er auf der Kante PkPk+1liegt.Wird bei dem gedachten Umlauf um das Polygon eine Ecke überstrichen (und nurdann ändert sich der Wert der Turning-Funktion), so soll der Funktionswert um denAuÿenwinkel an dieser Ecke wachsen, wenn die Ecke konvex ist, ansonsten um diesenBetrag fallen. Nach einem vollen Umlauf um das Polygon hat der Funktionswert dahernicht wieder den Ausgangswert angenommen, sondern ist genau um 2� gröÿer: �(1) =�(0) + 2�.Diese Zusatzfestlegung ist in Bild 3.1 zu erkennen: Der Funktionswert an der StelleP = f(b1) beträgt nicht 0, sondern 2�. Dadurch verdient die Funktion eher den Namen
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Abbildung 3.1: Turning-Funktion eines einfachen Polygons



3.1. ARKIN-METRIK 73�Turning-Funktion� : Sie beschreibt das Verhalten der Polygonkrümmung an den Wende-punkten der Polygonperipherie, den Ecken.3.1.2 Eigenschaften der Turning-FunktionKurvenverlauf. Da sich der Anstieg der Polygonkanten gegenüber einer Bezugsrich-tung nur an den Ecken des Polygons ändert, ist die Turning-Funktion stückweise kon-stant. Die Unstetigkeitsstellen liegen genau an den Parameterwerten b vor, die den Eckenentsprechen. Die Höhe einer Sprungstelle gibt den an der betre�enden Ecke vorliegen-den Auÿenwinkel an; ist eine Ecke kollinear mit ihren beiden Nachbarn (�redundanterEckpunkt� ), so �ndet kein Sprung statt.Die Funktion kann beliebig kleine und beliebig groÿe Werte annehmen: Ein spiral-förmiges Polygon bewirkt eine Verkleinerung des Funktionswertes, solange es sich imUhrzeigersinn windet, und entsprechend eine Vergröÿerung, wo es positiv orientiert ist.Da der Funktionswert �(0), also der Anstieg der ersten Polygonkante, stets im Inter-vall [0; 2�] liegt, gibt es kein Polygon, dessen Turning-Funktion ausschlieÿlich negativeWerte annimmt.Die Längen der Polygonseiten (relativ zum Umfang) sind aus den Breiten der Streifenabzulesen, die durch die Sprungstellen de�niert sind.Monotonie. Oben erwähnte Zusatzfestlegung hat folgende Konsequenz:1. Ist P konvex, so ist � für jeden Startpunkt P0 monoton.2. Ist P nicht konvex, so ist � monoton, falls P genau eine konkave Ecke P hat undP0 = P gewählt wurde; in allen anderen Fällen ist � nicht monoton.Es gilt also:P konvex () � monoton für jeden beliebigen Startpunkt auf der Peripherie.Allgemeiner ist eine Ecke P genau dann eine Konvexecke, wenn an der entsprechendenSprungstelle im Graph �� gröÿer als Null ist.Polygontransformationen, Startpunktwahl. Die Turning-Funktion ist sowohl ge-genüber Translationen als auch Skalierungen des Eingabepolygons unabhängig: Weder dieAnstiege der Kanten noch die Seitenlängen relativ zum Umfang (Normierung auf [0; 1])ändern sich unter diesen Ähnlichkeitstransformationen.Eine Rotation des Eingabepolygons um einen Winkel � gegen den Uhrzeigersinn be-deutet, daÿ sich der Anstieg jeder Polygonseite um � ändert. Dadurch wird der Funkti-onsgraph parallel nach oben (� > 0) oder nach unten (� < 0), d.h. in Richtung von �,verschoben.Schlieÿlich besitzt die Funktion einen Startpunktparameter P0. Verschiebt man diesenPunkt entlang der Peripherie, so werden alle Anstiege an bestimmten Peripheriepunkt-stellen zeitlich verzögert oder im Voraus aufgezeichnet, wenn man sich die b-Achse alsZeitachse vorstellt. Das entspricht, ähnlich wie bei der Polarkoordinatenfunktion, einerVerschiebung des Graphen in Richtung dieser Achse, also horizontal. Genauer wird derGraph nach rechts verschoben, wenn P0 gegen den Uhrzeigersinn bewegt wird, ansonstennach links.



74 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONE3.1.3 Ableitung der MetrikDas Prinzip zur Ableitung einer Metrik ist wiederum, die beiden Funktionsgraphen zwei-er Polygone zu vergleichen. Um die Ähnlichkeitsbestimmung unter Rotationen und der(willkürlichen) Wahl des Startpunktes P0 invariant zu machen, muÿ über diese beidenParameter minimiert werden.Die Rotation um �, die einer Verschiebung des Graphen in �-Richtung entsprach,kann dabei durch den Ausdruck �(x) + � modelliert werden. Eine Startpunktverände-rung verschiebt den Graphen horizontal, was mittels �(x + b) parametrisierbar ist. DerParameter b gibt dabei die Weglänge (relativ zum Umfang) an, um die P0 verschoben wur-de: b > 0 bedeutet Verschiebung gegen den Uhrzeigersinn. Kombiniert man diese beidenParametrisierungen, so erhält man folgendeDe�nition 3.2 Seien �A und �B die Turning-Funktionen zweier Polygone A und B. DieAbbildung d(A;B) =s min�2R;b2[0;1]Z 10 (�A(x+ b)��B(x) + �)2dxheiÿt Arkin-Metrik auf der Menge aller einfachen Polygone.Statt der hier verwendeten L2-Norm wäre auch jede andere Lp-Norm denkbar gewesen.Bei der Beschreibung der Berechnung dieser Metrik konzentrieren sich Arkin et al. jedochauf den Fall p = 2, auf den wir uns daher beschränken wollen.Der Beweis der Metrik-Eigenschaften, der von der Wahl von p unabhängig ist, ist in[ACH+91] nachzulesen.Damit hat man zunächst ein zweidimensionales Minimierungsproblem vor sich. Beider Flächeninhaltsfunktion gelang es nicht, ohne deutliche Vereinfachungen an der De�ni-tion die Minimierung über die beiden Parameter e�zient zu berechnen. Da die Turning-Funktion jedoch stückweise konstant ist und damit eine sehr einfache Gestalt hat, läÿtsich die Menge aller Stellen aus R � [0; 1], die für die minimierenden Werte (�; b) in Fragekommen, stark reduzieren:Lemma 3.3 Sei für das Integral aus De�nition 3.2 der Parameter b fest gewählt. Derminimierende Wert für � ist dann gegeben durch�� = c� 2�b mit c = Z 10 �B(x)dx� Z 10 �A(x)dx:Ersetzt man also in De�nition 3.2 den Parameter � durch ��, so erhält man ein eindi-mensionales Minimierungsproblem in b.Wiederum da �A und �B stückweise konstant sind, kann man zeigen, daÿ der mi-nimierende Wert b einer horizontalen Verschiebung des Graphen von �A entspricht, beider eine Unstetigkeitsstelle von �A und eine von �B zusammenfallen. Davon gibt es nurm � n viele (für Polygone mit m bzw. n Ecken), so daÿ ein O(mn � (m+ n))-Algorithmuszur Berechnung der Metrik unmittelbar folgt: Genau wie bei der (nichtapproximierten)Polarkoordinaten- und der Flächeninhaltsfunktion ist für jede der m �n Lagen der beidenGraphen das Gesamtintegral durch Aufsummieren der Einzelwerte in den m+ n Streifen



3.1. ARKIN-METRIK 75zu bilden. Es sei aber nochmals der Unterschied erwähnt, daÿ bei den beiden anderenMetriken der globale Minimalwert nicht unbedingt für ein Zusammenfallen zweier Über-gangsstellen angenommen werden muÿ, sondern möglicherweise für eine Zwischenlage.Schlieÿlich läÿt sich der Algorithmus zur Berechnung der Metrik noch verbessern, sodaÿ man eine Laufzeitkomplexität von O(mn � logmn) erhält, was erneut die stückweiseKonstantheit der beiden beteiligten Funktionen inhärent ausnutzt.3.1.4 Die Arkin-Metrik in der RoboterlokalisationIn Abschnitt 3.1.2 wurde festgestellt, daÿ die Darstellung eines Polygons durch seineTurning-Funktion skalierungsunabhängig ist. Das ist in der Roboterlokalisation uner-wünscht. Da dieses Problem auch im Zusammenhang mit der Flächeninhaltsfunktion FIFauftrat, sei auf Kapitel 2.2.5 auf Seite 60 verwiesen, wo eine prinzipielle Lösungsmöglich-keit angegeben ist.Das Argument der Turning-Funktion ist die Bogenlängenposition des Peripheriepunk-tes, in dem der Tangentialanstieg gegenüber der Horizontalen gemessen wird. In Kapi-tel 2.3.3 auf Seite 67 wurden einige kritische Anmerkungen zur Bogenlänge als Argumentder FIF gemacht, die leider in dieser Form auch für die Turning-Funktion gelten. Un-einheitliches Rauschen, wie es in Bild 2.26 (Seite 69) dargestellt ist, verändert nicht nurdie Turning-Funktion sehr, ohne daÿ das Polygon gegenüber dem Original sehr unähnlichist. Es läÿt darüberhinaus den Ein�uÿ gerade der einen verrauschten Seite beliebig starkwerden, da das Teilintervall von [0; 1], das diese Seite repräsentiert, im Verhältnis zu denanderen Seiten beliebig lang werden kann.Arkin et al. bemerken zu diesem Problem ([ACH+91, Seite 210]), daÿ in Anwendungender Computer Vision hauptsächlich einheitliches Rauschen zu erwarten ist. Das ist in derRoboterlokalisation mittels Laser-Radar leider nicht der Fall, wie ebenfalls im Zusammen-hang mit Abbildung 2.26 erläutert wurde.In oben erwähntem Kapitel wurde diese Problematik als ein spezieller Nachteil derBogenlängenrepräsentation der Peripheriepunkte aufgeführt. Da wir in der Roboterlokali-sation von der zusätzlichen Eigenschaft der Sternförmigkeit der Eingabepolygone ausgehenkönnen, bietet es sich an, statt der Bogenlänge wiederum den Strahlwinkel als Argumentzu benutzen (ansonsten aber die De�nition der Turning-Funktion beizubehalten).De�nition 3.4 Sei P ein sternförmiges Polygon, für das wie im Fall der PKF und derFIF ein spezieller Kernpunkt p festgelegt sei. Dann ist als Parametrisierung der Polygon-peripherie sowohl die Bogenlänge als auch der Winkel eines Strahls startend in p geeignet.Die Turning-Funktionen, die die jeweilige Parametrisierung als Argument benutzen, seienmit TFBL und TFWKL bezeichnet.Für alle regelmäÿigen n-Ecke sind die TFBL und die TFWKL identisch (abgesehen vonder unterschiedlichen Länge des De�nitionsintervalls: 1 bzw. 2�). Dort sind nicht nuralle Seiten gleich lang, sondern auch die Zentriwinkel aller Sektoren gleich groÿ, dennder spezielle Kernpunkt ist hier der Umkreismittelpunkt. Daher sind die Anteile allerPolygonkanten am Graphen jeweils gleich (1=n bzw. 2�=n).Für unregelmäÿige Polygone unterscheiden sich die beiden Varianten der Turning-Funktion. Bild 3.2 zeigt die Graphen der TFBL und der TFWKL für das einseitig verrauschteDreieck D0 aus Abbildung 2.26. Die Graphen für das unverrauschte Dreieck D in jenem



76 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONEBild links sind zum Vergleich jeweils dünn daruntergezeichnet, allerdings etwas versetzt,um sie von den anderen Graphen unterscheiden zu können. Der Startpunkt P0 liege in Dbei P2 und in D0 bei P 02.
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bb1Abbildung 3.2: Turning-Funktion des einseitig verrauschten Polygons aus Abbildung 2.26(Seite 69) mit Bogenlängenargument (links) und mit Winkelargument (rechts) im Ver-gleich zum unverrauschten Polygon (dünn)Man erkennt deutlich, daÿ bei der Turning-Funktion mit Bogenlängenargument dieVerhältnisse durch das Rauschen stark verzerrt werden, wodurch der L2-Abstand derbeiden Graphen sehr groÿ wird. Im Bild rechts daneben tritt dieser E�ekt nicht auf.Allerdings ist selbst bei gleichmäÿigem Rauschen ein erheblicher Distanzwert zu er-warten. Man betrachte dazu das Teilintervall [0; b1] auf der b-Achse im rechten Bild, woalso zumindest die Verzerrungen durch das Rauschen ausgeschaltet sind. In diesem In-tervall oszilliert der Graph der Turning-Funktion stark um das Geradenstück, daÿ dieexakte Kurve wiedergibt (dünne Linie im Hintergrund). Die Ursache ist in der Art desEntstehens des Rauschens zu suchen:Ein Laserscanner bestimmt Entfernungswerte, keine Anstiegswinkel gegenüber Be-zugslinien. Dadurch wird sich Rauschen auch in erster Linie durch falsche Entfernungenbemerkbar machen. Die dadurch ebenfalls auftretenden Schwankungen von Kantenorien-tierungen sind nur mittelbar auf das Rauschen zurückzuführen und daher in ihrer Quan-tität nicht abschätzbar: Selbst bei geringen Fehlern in der Entfernungsmessung kann sichder Winkel zwischen inzidenten Polygonkanten beliebig stark ändern. Dieser Umstandtritt um so stärker hervor, je kürzer die betro�enen Seiten sind. Da aber bei verrauschtenPolygonen meist kürzere Segmente zu erwarten sind als real vorhanden (durch die gröÿereAnzahl von Eckpunkten), dürfte der Ein�uÿ von Winkelschwankungen erheblich sein.Auf diese Fehlerquelle nimmt die Turning-Funktion wenig Rücksicht, da sie explizit aufWinkelgröÿen aufbauend de�niert wurde. Für den Fall von �Entfernungsrauschen� wie beider Roboterlokalisation sind die PKF-Metrik und auch die FIF-Metrik weniger anfällig:Die PKF miÿt direkt Entfernungen, die dann nur den direkten Fehlern des Scannersunterliegen und nicht durch geometrische Sachverhalte unnötig vergröÿert werden. Ähnlichist der Flächeninhalt der Sektordreiecke in der Summe bzw. im Verhältnis zum aktuellenWinkel des Fahrstrahls wenig beein�uÿbar durch geringe Entfernungsschwankungen, wiesie in Bild 2.26 vorlagen.



3.2. MAES-DISTANZ 773.1.5 Abschlieÿendes zur Arkin-MetrikZusammenfassend läÿt sich über die Arkin-Metrik sagen: Die Idee, Polygonkantenanstiegein Abhängigkeit eines Peripherieparameters aufzuzeichnen, ergibt eine analytisch sehr ein-fache Funktionsdarstellung von Polygonen. Die abgeleitete Metrik ist daher sehr e�zientberechenbar und leicht implementierbar. Auÿerdem ist sie anwendbar für alle Polygone(mit einigen Zusatzfestlegungen sogar für überschlagene). In diesen Punkten ist sie denin Kapitel 2 vorgestellten Distanzen deutlich überlegen.Ähnlich wie die Flächeninhalts- und die Polarkoordinatenmetrik liefert die Arkin-Metrik minimierendeWerte für � und b zurück, die zur Ableitung eines Polygon-Matchingsgenutzt werden können: Das optimale �� gibt die Drehung des Polygons A gegen denUhrzeigersinn an, der Wert b� bestimmt eindeutig einen Peripheriepunkt von A, der durcheine Translation auf den vorher fest gewählten Startpunkt P0 von B zu verschieben ist.Über die Güte dieses Matchings werden in [ACH+91] keine Angaben gemacht.Speziell in der Roboterlokalisation ist jedoch Rauschen ein derart bedeutender Faktor,daÿ etwas mehr Rechen- und Zeitaufwand in Kauf genommen werden wird, wenn dadurchUngenauigkeitse�ekte begrenzt werden können. Die Arkin-Metrik führt bei ungleichmäÿi-gem Rauschen zu einer mehr oder weniger starken Verzerrung der Polygondarstellung inwaagerechter Richtung; die Zuordnung von Teilintervallen von [0; 1] und Polygonkantenändert sich vollkommen. Diesen E�ekt kann man bei sternförmigen Polygonen (und inder vorgestellten Form nur bei diesen) noch leicht beseitigen, indem man zum Winkelar-gument übergeht. Da aber Entfernungsrauschen selbst bei kleinen Fehlern zu sehr hohenWinkelschwankungen führen kann, würde diese Lösung kein befriedigendes Resultat imHinblick auf die Meÿfehlerabhängigkeit ergeben.Auÿerdem ist die Skalierungsunabhängigkeit der Metrik eine unerwünschte Eigen-schaft, die nicht � wie bei der FIF-Metrik � durch eine per De�nition durchgeführteSkalierung entstanden ist, sondern durch die Skalierungsunabhängigkeit der Meÿgröÿe,nämlich der Anstiegswinkel.3.2 Maes-DistanzWährend alle bisher vorgestellten Polygondistanzen auf einer funktionalen Darstellung derEingabepolygone beruhen, soll nun zum Abschluÿ eine ganz andere Methode vorgestelltwerden.3.2.1 PolygondarstellungEin Polygon läÿt sich als eine endliche Folge von Punkten oder Strecken beschreiben. Da-her haben einige Autoren versucht, Polygondistanzen über den Vergleich von Folgen be-stimmter (mathematischer) Objekte zu bestimmen (siehe zum Beispiel die Kedem-Distanzin [HK90]). Eine spezielle Art solcher Folgen sind Zeichenketten.Die Darstellung eines Polygons als String wirft zunächst die Frage nach einem Alpha-bet auf. Über einem endlichen Zeichenvorrat können endliche Strings auch nur endlichviele Objekte repräsentieren. Polygone unterscheiden sich aber selbst bei vorgegebenerEckenzahl durch quantitative Merkmale wie Seitenlängen und Innenwinkel.



78 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONEAls Lösung dieses Problems könnte man einfach ein unendliches Alphabet zulassen,etwa R, und ein Polygon als Folge seiner Kantenlängen und Innenwinkel darstellen. UmStreckenlängen und Winkel leichter voneinander unterscheiden zu können, schlägt Maesjedoch vor, als Alphabet eine Menge zweier Symbole � = fW;Lg zu benutzen, die einenWinkel bzw. eine Strecke repräsentieren ([Maes94]). Gröÿe und Länge werden durch einreelles Attribut angegeben, das jedem Vorkommen vonW und L in einem String angefügtwird.Eine andere Möglichkeit der Unterscheidung von Strecken und Winkeln ist die Ver-einbarung, in der Polygonrepräsentation Streckenlängen an allen ungeraden Positionen,Winkelgröÿen an allen geraden Positionen des Strings zu notieren. Dies ist möglich, dasich Winkel und Strecken entlang der Polygonperipherie abwechseln.Die Notwendigkeit der Unterscheidung ergibt sich aus dem Ziel, daÿ die Ähnlichkeitvon Polygonen später über ihre Stringdarstellungen bestimmt werden soll. Dabei dürfennatürlich stets nur Strecken mit Strecken sowie Winkel untereinander verglichen werden.De�nition 3.5 Seien P ein einfaches Polygon und P1 einer seiner n Eckpunkte. Seienweiter (��1; : : :; ��n) die Folge seiner Innenwinkelgröÿen und (l1; : : :; ln) die Folge seinerSeitenlängen, jeweils beginnend am Punkt P1. Dann heiÿt die ZeichenketteAP := (�1; l1; : : :; �n; ln) mit �i := 180� � ��idie Stringrepräsentation von P mit Startpunkt P1.Um obiger Unterscheidung von Streckenlängen und Winkelgröÿen gerecht zu werden,gehen wir davon aus, daÿ jedem Symbol des Strings angesehen werden kann, ob es sich umeine Länge oder einen Winkel handelt. Strenggenommen müÿte jedes solche Symbol eingeordnetes Paar aus einem �Typspezi�kator� und einer reellen Zahl sein. � Der Grund fürdie Verwendung von 180�� ��i statt der Innenwinkel ��i wird in Abschnitt 3.2.3 klarwerden.Abbildung 3.3 zeigt für das bekannte Beispielpolygon aus Bild 3.1 nun die Stringre-präsentation.
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Stringrepräsentation:AP = (90�; 6;�45�; 4; 135�; 9;135�; 4;�45�; 6; 90�; 3)
Abbildung 3.3: Stringrepräsentation eines einfachen Polygons P



3.2. MAES-DISTANZ 793.2.2 Eigenschaften der StringdarstellungJeder String, der nach De�nition 3.5 ein Polygon repräsentiert, hat gerade Länge, unddie Symbole des Strings bezeichnen abwechselnd Seitenlängen und Winkelgröÿen. Für dieWinkel �i an der Ecke i gilt:�i > 0 =) i ist konvex,�i = 0 =) i ist redundant, d.h. kollinear mit ihren beiden Nachbarn,�i < 0 =) i ist konkav.O�ensichtlich ist die Darstellung eines Polygons durch Strings gemäÿ obiger De�nitionunabhängig von Translationen und Rotationen, denn es werden nur Seitenlängen sowierelative Winkelgröÿen im Innern des Polygons gemessen.Die Stringdarstellung hat einiges mit der Repräsentation durch die Turning-Funktionaus Kapitel 3.1.1 gemeinsam: Auch dort werden Winkel (in Form von Kantenanstiegen)und Seitenlängen (durch die Längen der Teilintervalle von [0; 1]) zur Beschreibung benutzt.Die Peripherie des Polygons ist in De�nition 3.5 gewissermaÿen durch die Zahlenfolge(1; 2; : : :; 2n� 1; 2n) parametrisiert; der Parameter gibt die Position der i-ten Kantenlängebzw. des j-ten Winkels im String an.Ein wichtiger Unterschied ist allerdings, daÿ hier keine Normierung des Polygonum-fangs auf 1 notwendig ist, denn wir haben es nicht mit einer funktionalen Darstellung zutun. Dadurch brauchen wir kein normiertes De�nitionsintervall, um etwa eine Integraldi-stanz ausrechnen zu können.Die Folge ist, daÿ eine später abgeleitete Ähnlichkeitsfunktion über Stringvergleichnicht automatisch skalierungsinvariant ist, wie es bei der Arkin-Metrik der Fall war. Es seierneut daran erinnert, daÿ wir für die Roboterlokalisation skalierungssensitive Distanzenbrauchen.1Die Darstellung hängt aber vom Startpunkt P1 ab. Die Wahl einer neuen Starteckebewirkt ein zyklisches Verschieben des Strings aus De�nition 3.5.3.2.3 Stringvergleich über Edit-DistanzenZur Ableitung einer Distanzfunktion für Polygone vergleicht man nun also ihre Stringdar-stellungen. Die Edit-Distanz setzt dazu drei Operationen zur String-Manipulation vorausund beschreibt die Ähnlichkeit von Strings durch die Gesamtkosten an Operationen, diezur Überführung des einen Strings in den anderen nötig sind.De�nition 3.6 Seien � ein beliebiges Alphabet und speziell � das leere Wort. Dann lassensich durch x ! y, x ! � und � ! y für x; y 2 � Änderungs-, Lösch- und Einfügeope-rationen beschreiben, denen jeweils eine nichtnegative Zahl c als Kostenmaÿ zugeordnetsei.Für zwei Wörter v; w 2 �� ist eine Edit-Sequenz von v nach w de�niert als eineFolge von Edit-Operationen obiger Art, die v in w überführt. Die Kosten dieser Sequenz1Gleichwohl wurde in [Maes94] die Polygondarstellung in der skalierten Version eingeführt, wie es invielen anderen Anwendungen angemessen sein mag.



80 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONEsind de�niert als die Summe der Kosten aller Sequenzoperationen. Die Edit-Distanzzweier Wörter v; w 2 �� istdedit(v; w) = minfC 2 R�0 : C sind die Kosten einer Edit-Sequenz,die v in w überführt.g:Ob dedit eine Metrik ist, hängt von den Kostenfunktionen für die einzelnen Operationenab. De�niert man zum Beispielc(x! �) := 1; c(�! y) := 1 und c(x! y) := � 1 für x 6= y0 für x = y � ;so ist dedit(v; w) genau die minimale Anzahl von Edit-Operationen zur Überführung vonv in w, und dedit ist eine Metrik. Diese diskrete Kostenfunktion ist aber für unsere Zweckenicht geeignet, da es zum Beispiel bei der Überführung einer Strecke eines Polygons ineine andere durchaus auf die genauen Längen der Strecken ankommen soll und nicht nurdarauf, ob sie gleichlang sind oder nicht. Dies kann man wie folgt erreichen:De�nition 3.7 Für alle x; y 2 � seien Kostenfunktionen der Editoperationen de�niertdurch c(x! �) = c(�! y) := � jxj falls x ein Winkel ist! � x falls x eine Seitenlänge ist �und c(x! y) := 8<: jx� yj für Winkel x und y! � jx� yj für Seitenlängen x und y1 sonst 9=; ;wobei ! 2 R>0 ein Gewichtsfaktor ist, mit dem man regeln kann, wie die Kosten fürOperationen auf Seiten und Winkeln relativ zueinander die Gesamtkosten beein�ussen.Laut [Maes94] hängt die Wahl des Parameters ! stark von der aktuellen Anwendungab, aber zum Beispiel auch davon, ob die Winkel in De�nition 3.5 in Grad oder Radiantgemessen werden.Hier wird nun auch deutlich, warum in De�nition 3.5 als Winkelgröÿen die Werte180� � ��i statt der Innenwinkel ��i gespeichert wurden: Die Kosten des Einfügens oderLöschens eines Winkels sind genau dann Null, wenn der Winkel 180� beträgt; sie sindmaximal, wenn der Winkel nahe bei 0� oder nahe bei 360� liegt. Unter �Einfügen einesWinkels� ist dabei das Splitten einer bestehenden Polygonkante zu verstehen, und zwarso, daÿ die beiden entstandenen Seiten nach der Operation einen Winkel wie angegebenmiteinander einschlieÿen. Ist dieser Winkel 180�, so bedeutet das Splitten nur das Einfügeneines redundanten Eckpunktes ohne Veränderung der äuÿeren Form des Polygons. Es istdaher sinnvoll, genau in diesem Fall die Kosten als 0 zu de�nieren.Für die De�nition der Polygondistanz ist nun wieder über die Wahl aller Startpunktezu minimieren. Um ein exaktes Matching zu erhalten, müÿte als Startpunkt jeder Punktder Polygonperipherie zugelassen werden, nicht nur Eckpunkte. Dazu könnte man an der



3.2. MAES-DISTANZ 81betre�enden Peripheriepunktstelle einfach einen weiteren (redundanten) Eckpunkt einfü-gen. Dann wäre die Stringrepräsentation auch für die ausgewählte Stelle als Startpunktde�niert.Dies verursacht aber zwei entscheidende Schwierigkeiten. Die erste ist als das Seg-mentierungsphänomen bekannt und wird weiter unten beschrieben (Abschnitt 3.2.5). Dasandere Problem besteht darin, daÿ für das spätere Stringmatching nur dann ein e�zien-ter Algorithmus bekannt ist, wenn die Startpunktwahl auf die Polygonecken beschränktist. Eine Startveränderung entspricht dann, wie gesagt, einem zyklischen Shiften, was dasString-Matching gegenüber dem für zwei feste Strings lediglich um einen logarithmischenFaktor teurer macht. (Zu Einzelheiten des Algorithmus' siehe ebenfalls weiter unten.)Damit leidet die Maes-Distanz an einem ähnlichen Umstand wie die nichtapproximiertePKF-Distanz: Eine kontinuierliche Minimierung über alle möglichen Startpunkte ist bishernicht e�zient gelöst, und man beschränkt sich auf die Werte für spezielle Startpunkte.Dadurch sind auch bei der Maes-Distanz keine Metrikeigenschaften zu erwarten.Um aber zumindest Eckpunkte als Startpunkte zuzulassen, beschreibt man zunächstein Polygon wie in De�nition 3.5 angegeben und repräsentiert es dann durch einen zykli-schen String [AP ], der de�niert ist als die Äquivalenzklasse aller zyklischen Vertauschun-gen von AP :Beobachtung 3.8 Sei Sn für n � 0 die Menge aller Strings der Länge n über einembeliebigen Alphabet. Dann wird durchs1 � s2 :() Es existiert eine zyklische Vertauschung ~s1 von s1 mit ~s1 � s2(() Es existiert eine zyklische Vertauschung ~s2 von s2 mit ~s2 � s1eine Äquivalenzrelation auf Sn de�niert, deren Äquivalenzklassen [s] als zyklischeStrings bezeichnet werden.Die Darstellung [AP ] eines Polygons ist nun unabhängig von Translation, Rotation undStartpunktwahl, und wir können die Ähnlichkeitsfunktion für Polygone aufbauend aufString-Vergleich de�nieren:De�nition 3.9 Seien P und Q zwei Polygone und [AP ] und [AQ] ihre zyklischen String-darstellungen. Bezeichne weiter für einen String A der Länge n und eine natürliche Zahl kder Ausdruck �k(A) die k-te zyklische Rotation von A, also insbesondere �n(A) = A. Dannde�niert m(P;Q) := dedit([AP ]; [AQ])die Maes-Distanz der Polygone P und Q. Dabei istdedit([A]; [B]) := minfdedit(�k(A); B) : k 2 Ngdie Edit-Distanz zweier zyklischer Strings A und B.Es ist leicht einzusehen, daÿ es genügt, nur die zyklischen Rotationen eines der beidenStrings A und B zu betrachten. Man kann für A sogar den kürzeren der beiden Stringsnehmen und dadurch die Laufzeit des folgenden Algorithmus' positiv beein�ussen.



82 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONE3.2.4 Berechnung der Maes-DistanzBetrachten wir zunächst das statische Stringmatching-Problem, bei dem es darum geht,für zwei Strings (und nicht für ihre zyklische Äquivalenzklasse) die Edit-Distanz und eineminimierende Edit-Sequenz zu bestimmen. In [WF74] wird dazu ein e�zienter Algorith-mus der Laufzeit O(m�n) für Zeichenketten der Längem bzw. n vorgestellt. Dabei werdendie beiden Strings in eine Graphdarstellung gebracht, wie es Bild 3.4 beispielhaft zeigt.
w23 w20w20A

B w03w03 (3; 4)

(0; 0) Der StringA = a1a2a3 habe die Länge 3,B =b1b2b3b4 die Länge 4. Der dick eingezeichneteWeg entspricht der Edit-Sequenz(a1 ! b1); (a2 ! �); (�! b2);(a3 ! b3); (�! b4);für die Kantenbeschriftung giltw03 = c(�! b3); w23 = c(a2 ! b3);w20 = c(a2 ! �):Abbildung 3.4: Darstellung zweier Strings in einem Graphen. Die Kantengewichte sindFunktionswerte der KostenfunktionenJeder Knoten dieses Graphen entspricht einem Zwischenstand des Strings bei seinerUmformung von A nach B. So steht am Knoten (0; 0) der String A, am Knoten (3; 4) derString B. Jede Kante entspricht einer Edit-Operation, und zwar:� Eine �senkrechte� Kante (i�1; j)! (i; j) steht für die Operation ai ! �, unabhängigvon j. Es wird also ein Symbol aus A gelöscht.� Eine �waagerechte� Kante (i; j � 1) ! (i; j) steht für die Operation � ! bj, unab-hängig von i. Es wird also ein Symbol aus B hinzugefügt.� Eine �diagonale� Kante (i � 1; j � 1) ! (i; j) steht für die Operation ai ! bj. Eswird also ein Symbol aus A durch ein Symbol aus B ersetzt.Andere Pfeile auÿer die zwischen Knoten mit benachbarten Indexpositionen gibt es nicht,und alle vorhandenen Pfeile sind nach rechts, nach unten oder diagonal nach rechts untengerichtet.Desweiteren ist jede Kante mit den Kosten der Edit-Operation beschriftet, der sieentspricht. Diese Beschriftung ist für einen Teil des Graphen im Bild angegeben.Nun gilt: Jeder Weg des Graphen, der in (0; 0) startet und in (3; 4) endet, beschreibteine gültige Edit-Sequenz, die A in B überführt. Ein solcher Weg ist zusammen mit derzugehörigen Sequenz im Bild angedeutet. Umgekehrt gibt es natürlich Edit-Sequenzen, dieA in B überführen, aber nicht durch einen Weg in jenem Graphen darstellbar sind. Manüberlegt sich, daÿ eine kostenminimale Edit-Sequenz (vgl. De�nition der Edit-Distanz) mit



3.2. MAES-DISTANZ 83Sicherheit in obigem Graph repräsentiert ist, solange nur alle Kantengewichte nichtnegativsind.2Das Problem besteht nun also darin, in dem Graphen einen Weg von (0; 0) nach (3; 4)mit in der Summe minimalen Kantengewichten zu �nden. Dies kann in der Art einesGreedy-Algorithmus' wie folgt geschehen: Bezeichnet D(i; j) die minimalen Kosten einesWeges von (0; 0) nach (i; j), so giltD(0; 0) = 0; D(i; 0) = D(i� 1; 0) + wi0; D(0; j) = D(0; j � 1) + w0j für i; j > 0sowieD(i; j) = minfD(i� 1; j) + wi0; D(i; j � 1) + w0j; D(i� 1; j � 1) + wijg für i; j > 0:Man berechnet nun zuerst alle Werte D(i; j) in Zeit O(m � n), indem man den Graphenvon links oben nach rechts unten durchläuft. Anschlieÿend enthält die Variable D(n;m)bereits die Edit-Distanz der beiden Eingabestrings. In nochmals O(m + n) Zeit kanneine zugehörige Edit-Sequenz konstruiert werden. Dazu ist der Graph diesmal von rechtsunten aufsteigend nach links oben zu durchlaufen. Für jede Position (i; j) bestimmt mandie Vorgängerposition als eine der drei Positionen (i � 1; j � 1), (i � 1; j) und (j; i � 1)mit minimalemWert D(�; �). Genauer gesagt, ist die Laufzeit dieser zweiten Phase output-sensitivO(k), wobei k die Länge der minimierenden Edit-Sequenz ist. Es gilt k 2 O(m+n).Da wir aber gemäÿ De�nition 3.9 die Distanz zwischen zyklischen Strings �nden müs-sen, ist dieser Algorithmus noch etwas zu erweitern. Es wurde bereits argumentiert, daÿes genügt, die zyklischen Shifts eines der beiden Strings zu betrachten, etwa des kürzeren.Sei dazu m := jAj � jBj =: n. Da es nur m Repräsentanten in der Äquivalenzklasse [A]gibt, folgt sofort ein Durchprobier-Algorithmus der Laufzeit O(m2n) zur Bestimmung vondedit([A]; [B]). In [Maes90] wird aber noch ein besseres Verfahren vorgestellt:Lemma 3.10 Für einen String A der Länge m und einen beliebigen String ~A gilt:~A ist zyklische Rotation von A () ~A ist ein Teilstring von AA (Konkatenation)der Länge m:Daher konstruiert man den Graphen aus Abbildung 3.4 für die Strings AA und B undsucht nun einen Pfad mit in der Summe minimalen Kantengewichten von einer Positi-on (0; p) zu einer Position (m; p + n) für ein p 2 f0; : : :; m� 1g. Dies ist in der ZeitO(nm � logm) möglich; für Details zum Algorithmus sei auf [Maes90] verwiesen. DieserAlgorithmus liefert die Edit-Distanz dedit([A]; [B]), eine zugehörige Edit-Sequenz sowieden Wert p zurück, der angibt, um welchen Betrag A zu rotieren ist, um es mit geringstenKosten in B zu überführen.Abschlieÿend noch einige Bemerkungen zu diesem Verfahren. Wendet man es auf dasÜberführen zweier Strings an, die Polygone wie in De�nition 3.5 repräsentieren, so tretenim Laufe der Transformation Strings auf, die keine Polygone darstellen, und zwar genaudann, wenn eine Lösch- oder eine Einfügeoperation ausgeführt wurde. Dadurch wird dieLänge des Strings vorübergehend ungerade. Da jedoch der Zielstring stets für ein gültigesPolygon steht, hat diese Erscheinung keine weiteren Konsequenzen.2In diesem Fall kann man nämlich Teilwege der Edit-Sequenz, die aus dem Graphen herausführen,streichen und erhöht damit die Gesamtkosten nicht.



84 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONEIn der optimalen Stringtransformation wird niemals ein Winkel gegen eine Seitenlängeersetzt oder umgekehrt, denn die Kosten für eine solche Operation sind unendlich (sieheDe�nition 3.7).3 Prinzipiell kann man natürlich Sequenzen (mit unendlichen Kosten) an-geben, die eine gültige Überführung im Sinne der Edit-Sequenzen darstellen und dabeiWinkel mit Seitenlängen vergleichen.Eine zurückgelieferte Edit-Distanz (ob kostenminimal oder nicht) kann als ein Mor-phing-Verfahren verstanden werden (vergleiche dazu Abschnitt 1.3.6). Die einzelnen Edit-Operationen geben an, welche Stücke des einen Polygons durch welche des anderen zuersetzen sind. So entsteht im Laufe der Ersetzungen nicht nur auf der Ebene der Strings,sondern auch anschaulich das Zielpolygon aus dem anderen.3.2.5 Probleme beim Einsatz der Maes-DistanzfunktionIn [Maes94] sind keine konkreten Vergleichsbeispiele angegeben, die das Verhalten der Di-stanzfunktion bei intuitiver Ähnlichkeit, aber verrauschten Daten etc. beschreiben. Statt-dessen ist ein typisches Phänomen aufgeführt, welches leider auch in der Roboterlokalisati-on bzw. allgemein beim Aufzeichnen von polygonalen Hindernissen mit einem Laserradarzu beobachten ist:Ein Laserscanner nimmt seine Umgebung durch das Aussenden von Strahlen in re-gelmäÿigen Winkelabständen auf. Er kann nicht schon a priori Rücksicht auf die Gestaltder Umgebung nehmen und etwa potentielle Ecken von Hindernissen erkennen. Dadurchwird es häu�g zu beobachten sein, daÿ eine an sich glatte Hinderniskante durch zahlreicheMeÿpunkte im Scan vertreten ist, obwohl ihre beiden Endpunkte ausreichen würden. DieKante ist also in unerwünschter Weise segmentiert.Ähnliches kann auch mit Winkeln auftreten. Da der Scanner normalerweise mehrereMeÿpunkte in der Umgebung eines Winkel-Scheitelpunktes aufnimmt, werden dort beieiner Polygonextraktion auch mehrere Ecken entstehen � der Winkel ist in etliche ��achere�Winkel aufgespalten.Diese Phänomene werden in [Maes94] als Segmentierungsphänomene bezeichnet. Siesind in Bild 3.5 illustriert.Während die bisher vorgestellten Ähnlichkeitsfunktionen durch die Verwendung einerFunktionenmetrik die Polygone gewissermaÿen punktweise vergleichen, geht die Maes-Distanz stückweise vor, d.h. sie kann immer nur eine ganze Strecke mit einer anderenStrecke in Beziehung setzen, so auch für Winkel. Das ist nun in den im Bild gezeigtenFällen sehr ungünstig. Der vorgestellte Algorithmus würde für das verrauschte und dasglatte Rechteck im oberen Bild die Seiten a, b und c unverändert übernehmen und danndie Seite l in die Seite l2 (da sie länger ist als l1) überführen. Die Seite l1 und der neueInnenwinkel müÿten per Einfügeoperation neu aufgenommen werden. Obwohl hier alsol1+l2 � l gilt, kommen beide Längen l1 und l�l2 als Kosten zum Ausdruck, zusätzlich nochdie Kosten für den neuen Winkel (die allerdings gering sind, denn er beträgt etwa 180�).Ganz ähnlich verhält es sich im unteren Bild, nur das Winkel und Seitenlängen ih-re Rollen tauschen. Als Verschärfung des Phänomens wurde in diesem Beispiel der ur-sprüngliche Winkel � in drei statt zwei Teile aufgespalten. Je kleiner die Winkelintervalle3Man beachte, daÿ es stets eine Überführung der beiden Polygon-Strings ineinander mit endlichenKosten gibt.
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Abbildung 3.5: Segmentierungsphänomene: Aufspaltung einer Strecke (oben) und einesWinkels (unten) durch Meÿfehlersind, in denen die Laserstrahlen ausgesendet werden, desto schlimmer werden diese Seg-mentierungsphänomene. Paradoxerweise wird ein Anwender bei einer Verkleinerung derIntervalle und damit einer Erhöhung der Meÿpunktanzahl davon ausgehen, daÿ seine Um-gebungsextraktion mit dem Scanner und alle darauf aufbauenden Algorithmen genauerwerden. Durch den abschnittsweisen Polygonvergleich bei der Maes-Metrik ist genau dasGegenteil der Fall.Eine Lösungsmöglichkeit für das Problem besteht o�ensichtlich darin, die starke Ein-schränkung aufzulockern, daÿ stets genau ein Stück des einen Polygons mit einem ent-sprechenden des anderen verglichen werden muÿ. Eine Au�ockerung in die Richtung, daÿauch Teile von Polygonstücken betrachtet werden dürfen (also zum Beispiel nur ein Teilder Strecke l mit l2), ist eine Möglichkeit. Dies hat aber den methodischen Nachteil, daÿdann die fehlerhafte Segmentierung der oberen Strecke im verrauschten Polygon durcheine weitere Segmentierung, diesmal im unverrauschten, exakten Polygon, kompensiertwerden soll.Umgekehrt sollte man der Segmentierung entgegentreten, indem es gestattet wird,aufeinanderfolgende Teile eines Polygons (die ja auch in der Stringrepräsentation aufein-anderfolgen) zusammenfassend mit einem Teil des anderen zu vergleichen, also im Bildetwa die Strecken l1 und l2 und ihren eingeschlossenen Winkel mit der Strecke l im Poly-gon daneben. Da man auch hier beachten muÿ, daÿ nur in Bezug auf den �Datentyp� sichentsprechende Teile betrachtet werden, könnte man allgemeiner gestatten,� eine Teilfolge �Winkel � Seite � Winkel� in einem Polygon mit einem Winkel desanderen oder� eine Teilfolge �Seite � Winkel � Seite� in einem Polygon mit einer Seite des anderenzu vergleichen.Damit ist die Liste der Edit-Operationen erweitert worden, und man muÿ sich Kosten-funktionen für die neuen Operationen ausdenken. Zum anderen ist zu bedenken, daÿ nunin jedem Edit-Schritt neben dem Vergleich der beiden aktuellen Polygonstücke auch einVergleich von Kombinationen der obigen Art in Erwägung zu ziehen ist. Da es verschie-dene Kombinationen von Seite � Winkel � Seite bzw. Winkel � Seite � Winkel gibt, die in



86 KAPITEL 3. VERGLEICH BELIEBIGER POLYGONEFrage kommen, erhöht sich die Komplexität des Suchalgorithmus' aus Kapitel 3.2.4, laut[Maes94] immerhin auf O(n2m3) statt O(mn � logm).Genauer haben sich Tsai und Yu mit dem Thema beschäftigt, das sie als �Stringmat-ching mit Merging� bezeichnen (siehe [TY85]).3.2.6 ZusammenfassungDie Maes-Distanz ist ein String-orientiertes Verfahren zum Polygon-Vergleich. Der resul-tierende Vergleichswert ist unabhängig von Translationen und Rotationen der Eingabe-polygone, aber sensitiv gegenüber Skalierungen. Damit erfüllt es genau die Transformati-onsbedingungen der Roboterlokalisation.Die Rotationsunabhängigkeit wurde durch eine Veränderung eines Startpunktpara-meters erreicht. Der Startpunkt kann auf der Polygonperipherie allerdings nicht frei va-riieren, sondern nur Eckpunktpositionen annehmen. Dadurch leidet diese Distanz � wiedie nichtapproximierten PKF- und FIF-Metriken � darunter, daÿ ein davon abgeleitetesMatching-Verfahren für zwei nicht kongruente Polygone im allgemeinen nicht die optimaleRotation �nden wird. Zum Matchen zweier Polygone mittels Maes-Distanz müÿte man zu-nächst Referenzpunkte (siehe Abschnitt 4.2.1) der Polygone bestimmen und anschlieÿendeines so drehen, daÿ die durch die zyklische Rotation bestimmten korrespondierendenStartpunkte auf der Peripherie den gleichen Winkel (mit dem Referenzpunkt als Scheitel)mit einer Bezugslinie, z.B. der Horizontalen, einschlieÿen.Andererseits de�niert aber die Maes-Distanz ein Morphing-Verfahren, da sie nichtnur ein Ähnlichkeitsmaÿ zurückliefert, sondern in Form einer Edit-Sequenz auch einenVorschlag zum Überführen der beiden Polygone ineinander macht.Die Berechnung des Vergleichswertes erfolgt über ein graphentheoretisches Verfahrenzum Suchen kostengünstigster Pfade, das sehr e�zient in Zeit O(mn � logmin(m;n))ausgeführt werden kann. Dabei seien m und n die Eckenzahlen der beiden Polygone.Durch sogenannte Segmentierungsphänomene kann das hier vorgestellte Verfahrenzum Polygonvergleich erheblich beeinträchtigt werden. Diese lassen sich zwar durch ei-ne algorithmische Erweiterung einschränken. Dadurch steigt aber der Rechenaufwand beiBenutzung der bisher bekannten Algorithmen erheblich auf O(max2(m;n) �min3(m;n)).Über das Verhalten der Maes-Distanz bei sonstigen Meÿfehlern sind in [Maes94] nur we-nige Aussagen gemacht worden. Allerdings sind verrauschte Kanten, wie in Bild 2.26auf Seite 69 oder in Abbildung 2.4 auf Seite 25, im Grunde Extremfälle der Segmen-tierungsphänomene: Dort ist eine Seite in viele kleine aufgeteilt, von denen genau eine(sinnvollerweise die längste) mit der ursprünglichen Seite verglichen und alle anderen Sei-ten erst eingefügt werden müssen. Aus diesem Grund leidet auch die Maes-Distanz starkunter dem für die Arbeit mit Laserscannern typischen Rauschen.



Kapitel 4O�ene Probleme; AusblickIm letzten Kapitel vorliegender Arbeit geht es darum, wie konkret eine praxistauglicheVariante des Lokalisationsverfahrens von Guibas et al. aussehen könnte und welche Rollendie verschiedenen zur Sprache gekommenen Distanzfunktionen darin spielen. � Im zweitenTeil werden einige Gesichtspunkte aufgeführt, die in vorliegender Arbeit nicht behandeltwurden, sich aber dennoch als nützlich erweisen könnten. Neben der Frage sogenannterReferenzpunkte geht es dabei vor allem um spezielle Eigenheiten der Arbeit mit einemLaser-Radar und ihre eventuelle Ausnutzung.Eine Aufzählung der in den vergangenen Kapiteln o�engebliebenen Probleme be-schlieÿt diese Diplomarbeit.4.1 Einsatz der Metriken in der RoboterlokalisationIn diesem Abschnitt soll noch einmal etwas näher auf den Lokalisationsalgorithmus vonGuibas et al. eingegangen und diskutiert werden, wie die Distanzen aus den vergangenenKapiteln dabei eingesetzt werden können.Erinnern wir uns daran, daÿ im Preprocessing des erwähnten Algorithmus' zu jederSichtbarkeitszelle ein Skelett abgespeichert wird. Dieses enthält die Informationen, die alleSichtbarkeitspolygone gemeinsam haben, die von Standorten innerhalb der Zelle induziertwerden. Die Abspeicherung eines Sichtbarkeitspolygons ist in dem Sinne nicht evident, daÿes stets an einen festen Standort gebunden ist. Ziel des Preprocessings war es aber gerade,möglichst viele Standorte in geeigneten Äquivalenzklassen zusammenzufassen.Bei der Anfrage liefert der Laserscanner zunächst eine Menge von Zahlen (=Entfer-nungswerten) zurück, die sich leicht in Punktkoordinaten mit dem aktuellen Standortals Ursprung umrechnen lassen (�relative Koordinaten� ). Verbindet man Punkte, die beieinem zirkularen Sweep um den Standort als Mittelpunkt benachbart sind, durch ein Ge-radensegment, so erhält man das (bzw. eine Approximation des) Sichtbarkeitspolygon(s).Man hat also bei der nun folgenden Suche nach einem möglichen Standort Skelette(aus dem Preprocessing) und ein Sichtbarkeitspolygon (aus der Anfrage) zur Verfügung.Es können aber höchstens Skelette mit Skeletten oder Polygone mit Polygonen verglichenwerden.1 Daraus ergeben sich prinzipiell zwei Ansätze:1Selbst wenn man zwei Skelette vor sich hat, ist ein Vergleichsverfahren nicht unmittelbar klar; siehedazu Abschnitt 4.1.1. 87



88 KAPITEL 4. OFFENE PROBLEME; AUSBLICK1. Erzeuge aus dem Anfrage-Sichtbarkeitspolygon ein Skelett und vergleiche diesesdann mit den Zellskeletten aus dem Preprocessing. Oder:2. Erzeuge aus jedem Zellskelett ein Sichtbarkeitspolygon und vergleiche dieses mitdem Anfragepolygon.Wir wollen den ersten Ansatz skelettbasiert und den zweiten polygonbasiert nennen.4.1.1 Skelettbasierter AnsatzDer skelettbasierte Ansatz entspricht genau dem Verfahren, wie es Guibas et al. für dieTheorie vorgeschlagen haben. Man geht dabei davon aus, daÿ man in einem (Sichtbar-keits-)Polygon die Scheinkanten identi�zieren kann, also die Kanten, welche kollinear mitdem Betrachterstandort liegen. Ist das gelungen, so läÿt sich problemlos jede Scheineckeals diejenige Ecke einer Scheinkante bestimmen, die von p weiter entfernt liegt als dieandere Ecke der Scheinkante. Nun überbrückt man schlieÿlich Scheinecken durch neue,künstliche Kanten und gelang auf diese Weise zum Sichtbarkeitsskelett. Der weitere Ab-lauf des Algorithmus' bereitet in der Praxis nur insofern Schwierigkeiten, als man denSkelettvergleich nur näherungsweise durchführen kann und daher Distanzfunktionen ein-setzen muÿ. Da künstliche Kanten eine andere Bedeutung haben als echte Kanten (andereKantentypen gibt es im Sichtbarkeitsskelett nicht), muÿ eine polygonale Distanzfunktiondaraufhin angepaÿt werden, daÿ sie diese Kanten auch unterschiedlich behandelt.Diese Frage ist in vorliegender Arbeit nicht behandelt worden. Die PKF- und die FIF-Metrik sind für diese Aufgabe möglicherweise ebenso ungeeignet wie die in Abschnitt 3.1(Seite 71) vorgestellte Arkin-Distanz. Der Grund ist, daÿ sie funktionale Darstellungender Polygone per Integralmetrik vergleichen, die keine Rücksicht auf Segmentierungender Funktion (durch Kanten im ursprünglichen Polygon) nimmt. Hier ist eventuell diein Kapitel 3.2 auf Seite 77 eingeführte Maes-Ähnlichkeitsfunktion mehr von Nutzen, dasie Polygone abschnittsweise vergleicht. Für jeden Abschnitt, d.h. für jede Kante(nlänge)und jeden Winkel, können Gewichtsfaktoren angegeben werden, die bestimmen, wie starkder Vergleich solcher Abschnitte mit Teilen des anderen Polygons Ein�uÿ nehmen sollauf die Gesamtdistanz. Dort werden zum Beispiel die Kosten zum Vergleich einer Win-kelgröÿe mit einer Streckenlänge auf 1 gesetzt. Da künstliche und echte Kanten ebenso�unvergleichbare� Stücke eines Skeletts sind, müÿte man eine Distanz zwischen solchenSegmenten ebenfalls auf1 setzten. Eine genaue Betrachtung dieser Fragen ist ein o�enesProblem für die Zukunft.Selbst wenn wir einmal davon ausgehen, daÿ wir Skelette mit Skeletten vergleichenkönnen, liegt eine groÿe Schwierigkeit noch darin, wie die Scheinkanten zu identi�zierensind. In der Theorie benutzt man dazu das exakte Kollinearitätskriterium, was sich so inder Praxis nicht überprüfen läÿt. Eine fast kollineare Kante kann bereits eine echte Kantesein. Wenn wir sie näherungsweise als kollinear und damit als Scheinkante annehmen,verändert das die Topologie der Szene vollständig, denn entlang einer Scheinkante verläuftkein Hindernis.An diesemMangel leidet auch die Möglichkeit, einen deutlichen Sprung der gemessenenEntfernungen zwischen zwei benachbarten Strahlwinkeln zu registrieren und daraus eineScheinkante abzuleiten. Dies ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Eine fast kollineare Kanteerzeugt genauso einen Entfernungssprung wie eine tatsächliche Scheinkante. Daran ändert
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Abbildung 4.1: Ermittlung kollinearer Kanten in der Praxisprinzipiell auch eine Verkleinerung des Winkelintervalls nichts. Das würde zwar im Bildeinen weiteren Entfernungswert zwischen Pi und Pj ergeben. Da aber der Roboter beliebignahe an der gedachten Linie durch Pi und Pj stehen kann, reicht irgendwann ein noch sokleiner Winkel nicht mehr aus, um Scheinkanten zuverlässig zu identi�zieren.Es ist daher o�en, ob das von Guibas et al. für die Theorie entwickelte skelettbasierteVerfahren in der Praxis umsetzbar ist.4.1.2 Polygonbasierter AnsatzDie Probleme der Identi�zierung von Scheinkanten umgeht man, wenn man direkt dasSichtbarkeitspolygon, das aus dem Scan extrahiert wurde, verwendet. Im Algorithmusmuÿ man es dann mit Repräsentanten von Sichtbarkeitspolygonen der Zellen des Pre-processings vergleichen. Dabei geht eine wesentliche Idee des vorgestellten Algorithmus'nur noch teilweise ein: Die Zellen haben die Eigenschaft, daÿ sich innerhalb davon dasSichtbarkeitspolygon eines Beobachterstandorts nur wenig ändert. Dies gilt jedoch vor-nehmlich in qualitativer Hinsicht: Es werden bei einer Veränderung des Standorts in derZelle tatsächlich keine neuen Szenenecken sichtbar oder verschwinden aus dem Blickfeld.Quantitativ kann sich jedoch einiges ändern, wie Abbildung 4.2 zeigt.Dort ist eine Szene mit genau einer Re�execke angegeben, so daÿ es nur wenige unddaher recht groÿe Sichtbarkeitszellen gibt. In einer davon sind zwei weit auseinander-liegende Roboterstandorte p1 und p2 sowie deren Sichtbarkeitspolygone markiert. Dieseunterscheiden sich nur in der am weitesten links gelegenen Scheinecke (und vor allem inkeiner echten Ecke). Die betre�ende Zelle ist durch die Szenenkanten k1 und k2 sowie nachoben durch die eingezeichnete gestrichelte Linie begrenzt. Führt man p1 nah an diese Li-nie heran, so wird die nach links herausragende Spitze des Sichtbarkeitspolygons immergröÿer.Wie sehr diese Veränderungen auf eine Polygondistanz wirken, hängt natürlich instarkem Maÿe von der Ähnlichkeitsfunktion selbst ab. Bei der PKF-Distanz zum Beispiel,die ja direkt die Entfernung der linken Spitze des Sichtbarkeitspolygons zum Standort piein�ieÿen läÿt, kann der Unterschied recht groÿ werden, denn auch der Winkelbereich, derdem Spalt am oberen Rand der Szene zugewiesen wird, ist von p1 aus gröÿer als von p2aus. Ähnliches gilt für die von der Flächeninhaltsfunktion abgeleitete Metrik.
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Abbildung 4.2: Sichtbarkeitspolygonveränderung bei Bewegungen innerhalb einer groÿenSichtbarkeitszelleDa die beiden Schenkel der nach links weisenden Spitze sehr lang werden können,haben sie auch einen groÿen Bogenlängenanteil am Umfang des Sichtbarkeitspolygons.Das bewirkt auch einen groÿen Ein�uÿ der gemessenen Distanz mit der Arkin-Metrik.Alles in allem ist es sehr schwierig, einen geeigneten Repräsentanten einer Zelle zu�nden, dessen Sichtbarkeitspolygon sich sinnvollerweise mit dem Anfragepolygon verglei-chen läÿt. Selbst Wahlen wie der Schwerpunkt der Zelle oder des Skeletts, das zu dieserZelle gehört, sind letztendlich willkürlich. Denn das Ziel ist es ja hierbei nicht, einen vonRauschen relativ unabhängigen Repräsentanten zu �nden, sondern einen, der dem realenStandort möglichst nahe kommt. Diese wirkliche Position steht in keinem Zusammen-hang mit dem Schwerpunkt oder einem anderen festen Bezugspunkt der Zelle. Der einzigeVorteil, hier den Schwerpunkt o.ä. als Vertreter zu verwenden, ist der, daÿ dann solcheExtremlagen wie in Bild 4.2 nicht vorkommen können. Denn der Repräsentant wird dannrelativ in der Mitte der Zelle liegen, und die maximale Distanz zwischen Anfragepunktbei einer Einbettung und gewähltem Vertreter ist der halbe Diameter der Zelle. Eine Re-duktion des Abstands dieser beiden Standorte läÿt auch eine Verkleinerung der Distanzder Sichtbarkeitspolygone erwarten.4.2 Weitere Gesichtspunkte im Umfeld der Roboterlo-kalisationDieses Kapitel beschreibt im Überblick Themen, die entweder im Zusammenhang mitDistanzfunktionen oder im Umfeld der Roboterlokalisation von Bedeutung sind, aber imRahmen dieser Arbeit nicht mehr erfaÿt wurden. Es stellt somit mögliche Ansatzpunktefür eine weitere Beschäftigung mit dem Themenkomplex dar.4.2.1 ReferenzpunkteWie am Ende von Abschnitt 1.3.3 auf Seite 16 erläutert wurde, hat man bei der De�nitionvon Distanzfunktionen recht groÿe Freiheiten, welche Zahl einem Paar von Eingabepoly-gonen als konkrete Distanz zugeordnet werden soll. Auferlegte Bedingungen sind neben



4.2. WEITERE GESICHTSPUNKTE IM ÜBERBLICK 91eventuellen Metrik-Eigenschaften auch die Unabhängigkeit gegenüber gewissen Polygon-transformationen sowie ein gutes Modellieren intuitiver Ähnlichkeit.Ein Matchingverfahren hingegen muÿ eine Vorschrift angeben, wie eines der Polygonezu verschieben, zu drehen oder zu skalieren (d.h. zu �matchen� ) ist, damit die (statische)Distanz des transformierten Polygons zu dem anderen, unveränderten möglichst geringist. Sind die erlaubten Transformationen sowie die verwendete Polygondistanz einmalfestgelegt, so ist das optimale Matching zweier Polygone ebenfalls im wesentlichen �xiert.Ist das theoretische Optimum des Matchens gesucht, so erhält man oft nicht nur sehrkomplizierte Algorithmen, die aufwendig zu implementieren sind, sondern auch die Lauf-zeit einer Implementation ist zumeist recht hoch. Daher erhebt sich die Frage nach appro-ximativen Algorithmen. Dies macht jedoch im allgemeinen nur Sinn, wenn man die dabeiauftretenden Fehler kennt oder zumindest abschätzen kann.Eine Möglichkeit dazu liefern Referenzpunkte:De�nition 4.1 Seien A und B zwei Elemente einer vorgegebenen Objektmenge. DiePunkte rA und rB heiÿen Referenzpunkte von A und B, wenn sie die folgende Ei-genschaft besitzen:Wird B derart transformiert, daÿ die Distanz zu A minimal ist (optimales Matching),so ist der (Euklidische) Abstand des (mit-)transformierten Punktes rB zu rA beschränktdurch die Distanz � := mint2T d(A; t(B)) des Matchings multipliziert mit einem konstan-ten Faktor q: 9q2R>08A;B8t2T d(A; t(B)) = � =) d2(rA; t(rB)) � � � q:q heiÿt Qualität des Referenzpunktes.Man beachte, daÿ ein Referenzpunkt einer Menge im allgemeinen nicht darin enthaltenist, wie wir auch gleich an einem Beispiel sehen werden.Der Begri� Referenzpunkt hängt vor allem von zwei wichtigen Festlegungen ab:1. von der vorgegebenen Ähnlichkeitsfunktion d und2. von der vorgegebenen Menge erlaubter Transformationen T .Ein Beispiel eines Referenzpunktes für ein relativ einfaches Szenario zeigt folgenderSatz 4.2 (vgl. [AG96]) Seien T die Menge aller Translationen und �H die Hausdor�-distanz2 auf kompakten Teilmengen des R2 . Für das dadurch de�nierte Punktmengen-Matching ist ein Referenzpunkt einer Menge A gegeben durch rA = (xAmin; yAmin), wobeixAmin bzw. yAmin die minimale in (einem Punkt in) A vorkommende x- bzw. y-Koordinateist. rA hat die Qualität p2.Man erhält rA als die linke untere Ecke eines minimalen achsenparallelen Rechtecks, dasA vollständig umfaÿt. � Alle weiteren Sätze aus dem Kapitel beziehen sich auf diesenReferenzpunkt.Wie kann man nun Referenzpunkte verwenden? Wir hatten eingangs festgestellt, daÿes aus E�zienzgründen nützlich wäre, statt exakten Matching-Algorithmen Approxima-tionen anzuwenden, deren Fehler abschätzbar ist. Dies ist mit Referenzpunkten möglich,indem man einfach die beiden Referenzpunkte der Objekte A und B matcht und nichtdie Objekte selbst. Der auftretende Fehler ist tatsächlich relativ gering:2Eine genaue De�nition dieser Distanz �ndet sich im Anhang.



92 KAPITEL 4. OFFENE PROBLEME; AUSBLICKSatz 4.3 (vgl. [AG96]) Es liege die Situation aus Satz 4.2 vor. Seien speziell A und Bzwei Punktmengen mit Referenzpunkten rA und rB der Qualität q. Bopt sei das optimaleMatching-Resultat von A und B, d.h. es gelte�H(A;Bopt) = mint2T �H(A; t(B)) =: �:Schlieÿlich sei ~B = B +��!rBrA, d.h. ~B erhält man aus B durch Verschieben entlang ��!rBrA.Dann gilt: �H(Bopt; ~B) � q � �:Korollar 4.4 Für die Qualität des näherungsweisen Matchens von A und B vermöge ~Bgilt �H(A; ~B) � �H(A;Bopt) + �H(Bopt; ~B)� � + q � � = (q + 1) � �:Speziell für die Hausdor�distanz und Translationen als zugelassene Transformationen so-wie den speziellen Referenzpunkt aus Satz 4.2 ist also das approximative Matchen höch-stens um den Faktor p2 + 1 � 2:4 schlechter als das optimale. Vor allem ist es jedochmit geringem Zeitaufwand realisierbar, denn sowohl das Bestimmen der Referenzpunkteals auch das Konstruieren von ~B aus B sind in linearer Zeit möglich.Auch wenn eine Ähnlichkeitsfunktion nicht die Aufgabe hat, den Distanzwert zweierObjekte nach einem optimalen Matching zurückzuliefern, dient die Vorstellung des Mat-chens doch oft als Ansatzpunkt für die De�nition eines Distanzmaÿes. In der Anwendungfür die Roboterlokalisation war es das Ziel, rotationsunabhängige Ähnlichkeitsfunktionenzu �nden. Die Rotation haben wir bei den PKF- und FIF-Metriken durch die Minimierungüber den Winkelparameter t berücksichtigt.Möchte man aus diesen Distanzen ein Matching-Verfahren ableiten, so bestimmen diespeziellen Kernpunkte pA und pB den translatorischen Anteil der Überführung der Po-lygone ineinander (zu den Einzelheiten siehe den Abschluÿ der Zusammenfassung aufSeite 39). Wie oben begründet wurde, ist es dann wünschenswert, daÿ pA und pB Re-ferenzpunkte sind, und zwar bezüglich Translation und Rotation. Die in Kapitel 2.1.3.1vorgeschlagene Wahl der Punkte erfüllt diese Bedingung nicht, wie folgendes Bild zeigt:
Matching

Abbildung 4.3: Der Schwerpunkt ist kein Referenzpunkt für Polygon-MatchingVerschiebt man hier die beiden speziellen Kernpunkte ineinander, so erhält man of-fenbar ein sehr schlechtes Matching.



4.2. WEITERE GESICHTSPUNKTE IM ÜBERBLICK 93In der Tat kann man zeigen, daÿ weder der in Satz 4.2 vorgeschlagene Punkt noch derSchwerpunkt die Referenzpunkt-Eigenschaft für beliebige Euklidische Transformationenerfüllen. In [AG96] wird der sogenannte Steinerpunkt einer beschränkten Menge A als Re-ferenzpunkt erwähnt. Er ist sogar für beliebige Ähnlichkeitstransformationen in beliebigenDimensionen gültig und hat im R2 die Qualität 4=� � 1:27.H. Alt et al. zeigen in [AFRW96] einen Referenzpunkt für konvexe Polygone (bzw.allgemein konvexe Mengen) mit der symmetrischen Di�erenz als Distanzfunktion. In derRoboterlokalisation ist aber die Konvexität (des Sichtbarkeitspolygons) nach Lemma 1.7(Seite 6) sogar nachweislich normalerweise nicht gegeben, dafür die Sternförmigkeit (Lem-ma 1.8). Zu der Frage nach Referenzpunkten für sternförmige Polygone ist o�enbar nochwenig bekannt. Ergebnisse in dieser Richtung könnten die Qualität der oben genanntenMetriken im Hinblick auf Erweiterung zu einem Matchingverfahren verbessern und even-tuell Abschätzungen der Approximationsfehler ermöglichen.4.2.2 Reichweitenbeschränkung, Winkelinkrement, VerdeckungBei der De�nition sowohl der PKF- wie auch der FIF-Metrik haben wir insofern von demSpezialfall der Polygonaufzeichnung durch einen Laser-Radar Gebrauch gemacht, als wirausgenutzt haben, daÿ diese Polygone sternförmig sind. Die Art, wie der Laserscannerseine Daten aufnimmt, hat zu der Idee der De�nition der Distanzen geführt. Dabei gibtes jedoch noch weitere Einzelheiten bzw. Besonderheiten, die bisher noch nicht in dieArbeit einge�ossen sind. Sie sollen im folgenden in aller Kürze angesprochen werden.Reichweitenbeschränkung. Ein Laserscanner besitzt eine begrenzte Reichweite, diezum Beispiel in der Gröÿenordnung von 50m liegen kann. Damit können alle Räumevermessen werden, deren Diameter 3 maximal 50m beträgt.In gröÿeren Räumen ist es möglich (vor allem, wenn der Roboter, auf dem der Lasermontiert sein könnte, nah an einer Wand steht), daÿ für viele Richtungen des Laser-strahls keine Entfernung zurückgeliefert wird. Damit kann das Sichtbarkeitspolygon einesentsprechenden Standorts nicht vollständig konstruiert werden.Die Anwendung einer Metrik, die auf der Integraldistanz für stetige Funktionen beruht,ist in diesem Falle schwierig, denn das Integral kann für den fehlenden Winkelabschnittnicht bestimmt werden. Bei der Maes-Metrik könnte man zumindest den Winkelabschnitteinfach weglassen und erhielte einen verkürzten String als Darstellung des unvollstän-digen Polygons. Damit ist rein syntaktisch das String-Matching mit der Maes-Distanzdurchführbar.Diese Vorgehensweise ist jedoch unbefriedigend, denn man weiÿ zumindest, daÿ dasPolygon in den Richtungen, für die kein Entfernungswert zurückgeliefert wurde, einenPeripheriepunktabstand von mindestens r hat, wenn r die (technisch vorgegebene) Reich-weite des Scanners ist. Also könnte man die Polygone in diesen Winkelabschnitten durchlinear approximierte Kreisbögen mit Radius r vervollständigen. Dies hat aber den Nach-teil, daÿ für zwei unvollständige Polygone dann suggeriert wird, sie würden in diesen3Der Diameter einer beschränkten Fläche ist die Länge der längsten Sehne, die man vollständig indie Fläche legen kann. Für einen Raum sei der Diameter hier der der Grund�äche, da wir zumeist vonprismenförmigen Räumen ausgehen.



94 KAPITEL 4. OFFENE PROBLEME; AUSBLICKWinkelabschnitten übereinstimmen. In Wirklichkeit weiÿ man jedoch nichts über dieseBereiche.Wie solche unbekannten Abschnitte in eine Metrikberechnung einbezogen werden sol-len, bleibt noch zu untersuchen.Verdeckungen (Occlusion). Objekte einer Szene könne teilweise verdeckt sein, ent-weder durch dynamische (bewegte, d.h. unvorhergesehene) Hindernisse oder durch anderestatische Objekte. Der Fall statischer Hindernisse stellt kein Problem dar, solange alle un-beweglichen Objekte in der Karte, die der Roboter zur Verfügung hat, eingetragen sind.Denn die entstehenden Sichtbarkeitspolygone von Standorten sind dann in jedem Fall inder Karte wiederzuerkennen.Schwieriger ist es mit bewegten Hindernissen. Diese können entweder gar nicht in derKarte verzeichnet sein (z.B. Personen) oder an einem anderen Ort, als es im Moment derAufnahme des Laserscans der Fall ist. Daraus erwachsen zwei Probleme:1. Es muÿ überhaupt erkannt werden, daÿ es sich um ein dynamisches, d.h. nichtver-zeichnetes Hindernis handelt.2. Ist dies gelungen, so ist entweder der Winkelbereich, in dem das Hindernis liegt, ingeeigneter Weise auszufüllen oder wegzulassen, da in jedem Fall das, was sichtbarist (das dynamische Hindernis), nicht in der Karte wiedererkannt werden kann.Für den zweiten Punkt gelten ähnliche Kriterien wie für die Problematik der Reichwei-tenbeschränkung. Zum ersten Punkt kann man als Entscheidungsheuristik folgende Über-legung zu Hilfe nehmen: In Bild 4.4 ist links ein Sichtbarkeitspolygon angegeben, dasmöglicherweise auf eine lange Wand im Hintergrund hinweist.L RA pp B
Abbildung 4.4: Sichtbarkeitspolygone mit verschiedenartigen AusbuchtungenDiese Wand ist jedoch von zwei Ausbuchtungen unterbrochen, die in verschiedeneRichtungen zeigen. Bei A handelt es sich sicher nicht um ein Hindernis, sondern um einenEinlaÿ in der Wand o.ä.,4 der nicht beweglich ist. Daher wird der Teil A der Szene in derKarte verzeichnet sein.Die Ausbuchtung B hingegen ist keine nach innen gerichtete bauliche Veränderung derWand, sondern höchstwahrscheinlich ein Hindernis. Natürlich sagt dies nichts darüber aus,ob es sich um ein dynamisches Hindernis handelt, aber im Gegensatz zu A besteht hierimmerhin die Möglichkeit dazu.4A könnte auch eine o�enstehende Tür sein. Dann wäre es ebenfalls als ein dynamisches Hindernis zuwerten und erschwert das Wiedererkennen der Szene in der Karte. Man kann Türen eventuell an einerspezi�schen Breite der Wandö�nung erkennen.



4.3. EINZELHEITEN 95Im Vergleichspolygon rechts gibt es diese Ausbuchtungen nicht. Daher ist die (wieauch immer gemessene) Distanz der Polygone auf A und B zurückzuführen. Dabei könnteman den durch A verursachten Distanzanteil stärker gewichten, denn er geht mit einigerSicherheit nicht auf ein dynamisches Hindernis zurück.Der geometrische Unterschied zwischen A und B ist, daÿ die Punkte des Sichtbar-keitspolygons, die zu A gehören, weiter entfernt sind als die gedachte Linie von L nachR. Beim Hindernis B liegt der umgekehrte Fall vor. Eine Heuristik könnte also lauten,alle �Unregelmäÿigkeiten� mit gröÿerer Entfernung als an der entsprechenden Stelle in derKarte stärker ein�ieÿen zu lassen als solche mit geringerer Entfernung, da letztere unterUmständen nur auf ein nichtverzeichnetes, temporäres Hindernis zurückgehen.Diese Vorgehensweise muÿ noch untersucht werden. Zum Beispiel hängt die Gewich-tung auch davon ab, wie wahrscheinlich das Auftreten von dynamischen Hindernissen ist.Ist die Wahrscheinlichkeit gering, so wachsen die Chancen dafür, daÿ es sich auch bei Bnur um ein statisches Hindernis handelt, das dann genauso zu behandeln ist wie A.Zum Verhalten der Arkin-Metrik beim Auftreten von Verdeckungen siehe [ACH+91,Seite 214].Winkelinkrement. Beim Aufzeichnen seiner Umgebung sendet ein Laserscanner seineStrahlen stets in festen Winkelinkrementen aus, abhängig von der gewünschten Au�ö-sung in der Gröÿenordnung von wenigen Grad oder Bruchteilen eines Grades. Aus denAuftre�punkten generiert man später das Sichtbarkeitspolygon, z.B. einfach durch eineVerbindung der angular benachbarten Punkte. Diese Nachbarpunkte haben also alle einenfesten und bekannten Winkelabstand voneinander.Inwieweit diese geometrische Tatsache nutzbar ist, wurde noch nicht untersucht. Wirhaben bisher nur an einer Stelle von dieser Gegebenheit pro�tiert, als es um die Au�ösungder Mehrdeutigkeiten der FIFlin ging (siehe Seite 66). Überhaupt nicht berücksichtigtwurde sie bei der De�nition der Metriken. Hier besteht wieder das Problem, daÿ mitAusnahme der Maes-Distanz alle Ähnlichkeitsfunktionen, die in dieser Arbeit behandeltwurden, auf der Integral-Metrik für stetige Funktionen beruhen. Dabei handelt es sichum ein kontinuierliches Maÿ, das Segmentierungen der Eingabe ignoriert. Ein Ausnutzender konstanten Winkelabstände müÿte also früher ansetzen, etwa bei der Gewinnung derPolygondarstellung.4.3 EinzelheitenFolgende Einzelheiten waren in den vergangenen Kapiteln noch o�engeblieben:Zu PKF und FIF.1. Die lineare Approximation der PKF bzw. der FIF hat zu der Möglichkeit geführt,die Integraldistanz in der De�nition der jeweiligen Metrik exakt auszurechnen (sieheAlgorithmus 1 auf Seite 35). Ist dies auch ohne eine Approximation exakt möglich?D.h., gibt es ein Verfahren, das für die PKF- bzw. die FIF-Kurven das Minimumin der Metrik-De�nition berechnet und dabei nicht nur die m � n vielen �kritischen�Stellen heranzieht, an denen zwei Übergangsstellen der Graphen zusammenfallen?Wie aufwendig ist ein solches Verfahren?



96 KAPITEL 4. OFFENE PROBLEME; AUSBLICK2. In den Kapiteln über die linearen Approximationen von PKF und FIF wurden dieFälle aufgezeigt, in denen die Approximationsfehler am gröÿten sind und daÿ siegegebenenfalls sogar beliebig groÿ werden können (für die PKF siehe etwa Absatz�Fehlerbetrachtung für die Approximation� auf Seite 31). Kann man auÿer für dieseExtremfälle noch weitere Abschätzungen für den allgemeinen Approximationsfeh-ler durchführen? Lassen sich Vorhersagen tre�en, unter welchen Umständen dasMinimum in der Metrik-De�nition nicht an einem kritischen Punkt (siehe oben)angenommen wird?3. Eine Vorbereitung zum Einsatz von PKF- und FIF-Metrik besteht zur Zeit noch dar-in, den speziellen Kernpunkt aus Abschnitt 2.1.3.1 (Seite 23) zu bestimmen (eventu-ell im Preprocessing für jedes Polygon). Es wurde diskutiert, daÿ der Schwerpunktdes Polygons ein besserer und ein Referenzpunkt (Abschnitt 4.2.1) ein noch bessererPunkt für diese Rolle wären. Diese Punkte sind aber im allgemeinen keine Kern-punkte mehr. Wie lassen sich daher die PKF und die FIF auf Darstellungen nichtsternförmiger Polygone erweitern?Ist p kein Kernpunkt, so stimmt die Umlaufordnung der Ecken im Polygon nichtmehr mit der angularen Sortierung der Ecken bezüglich p als Zentrum überein.Sortiert man die Ecken daher neu um p (was den Aufwand O(n � logn) wie für dieKernbestimmung zur Folge hat), so ignoriert man die Tatsache, daÿ eine Strecke PiPjeines Sektors 4pPiPj unter Umständen keine Polygonkante ist (vergleiche dazufolgende Abbildung). Pi
p

Pj
P

Abbildung 4.5: PKF und FIF für ein nicht sternförmiges PolygonIn jedem Fall be�nden sich die Sektorendreiecke, deren Flächeninhalte bei der FIFzu bestimmen sind, teilweise auÿerhalb des Polygons. Es ist möglicherweise sinnvoll,die auÿerhalb liegenden Teile mit einem negativen Vorzeichen zu versehen.Für die PKF ist es schwieriger, einen Lösungsansatz zu �nden. Um einem Winkel,in dem ein Strahl ausgesendet wird, eine Entfernung zuzuordnen, muÿ dieser Strahleinen eindeutigen Peripheriepunkt bezeichnen. Dies ist nicht mehr gegeben, wenn pkein Kernpunkt ist. Zum Beispiel schneidet der Strahl p!P in obiger Abbildung diePeripherie dreimal. Es ist o�en, ob man hier den Schnittpunkt des Strahls mit derPeripherie benutzen sollte, der minimale oder maximale oder mittlere Entfernung



4.3. EINZELHEITEN 97zu p hat, oder ob in einem solchen Fall gar kein Schnittpunkt mit der Peripherie alsBezugspunkt für die Entfernungsmessung sinnvoll ist.Es sei allerdings daran erinnert, daÿ die Motivation des Punktes 3 nicht in dem Man-gel an einem Kernpunkt besteht. Dieser ist in der Lokalisation mittels Laser-Radarstets in Form des Standorts gegeben. Es geht vielmehr darum, die Unzulänglichkei-ten eines Kernpunktes zu beseitigen, indem zu einem passenderen Punkt, bestenfallseinem Referenzpunkt, übergegangen wird, der im allgemeinen die Kernpunkteigen-schaft aber nicht mehr erfüllt.Zur FIF.4. In Abschnitt 2.3.2.3 wurde gezeigt, daÿ es Polygone gibt, die sich aus der FIFlin-Darstellung nicht eindeutig rekonstruieren lassen und wie man in der Praxis diesesProblem umgeht (aber nicht beseitigt). Es bleibt die Frage, für welche Polygonegenau dieses Phänomen auftritt. Die beiden Beispiele in Abbildung 2.22 auf Sei-te 65 erscheinen im intuitiven (nicht im formal-geometrischen) Sinne regelmäÿig.Insbesondere sind sie rotationssymmetrisch.5. Da wir in der De�nition der Flächeninhaltsmetrik aus mehreren Gründen gezwun-gen waren, durch den Gesamt�ächeninhalt zu dividieren und so die Darstellung vonSkalierungen unabhängig war, wurde mit dem Lemma (2.7) (Seite 60) eine prin-zipielle Möglichkeit zur Beseitigung dieses unerwünschten E�ekts angegeben. Esblieben aber noch die Fragen o�en, ob der Ansatz in der Praxis sinnvoll ist und wiein diesem Fall der Gewichtsfaktor ! zu wählen ist. Das Hauptproblem wird sein,daÿ durch die globale Vorgabe von ! meist doch einer der beiden Summanden derneuen Metrik s0 oder s00 (siehe erwähntes Lemma), d.h. die alte Metrik s oder derKorrektursummand, gröÿeren Ein�uÿ hat. Wären die beiden Anteile als Faktoreneingegangen, d.h. s0 als Produkt de�niert worden, so hätte man eine gleichmäÿi-ge Beein�ussung des Gesamtausdrucks, allerdings wäre dann s0 keine Metrik mehr(Dreiecksungleichung).Zum praktischen Einsatz des Lokalisationsalgorithmus'.6. In Kapitel 1.2.3 auf Seite 9 wurde davon gesprochen, daÿ im Preprocessing zum Lo-kalisationsalgorithmus von Guibas et al. viele Sichtbarkeitszellen entstehen können,deren Skelette sich unter Umständen nur wenig unterscheiden,5 z.B. wenn die Szeneaus vielen Hindernissen mit verhältnismäÿig vielen Re�execken besteht. Wenn solcheZellen auch noch benachbart sind, dann kann es sinnvoll sein, sie zu einer gröÿeren zuverschmelzen. Solche Vereinfachungsoperationen im Sinne von Abschnitt 1.3.5 stel-len allerdings immer auch eine topologische Veränderung an der Karte dar, die dentheoretischen Ansatz zur Lösung des Lokalisationsproblems sofort zum Scheiternbringen würde. Deshalb ist es in diesem Fall sogar notwendig, Distanzfunktionen5Man beachte hier, daÿ eine geringe räumliche Ausdehnung einer Sichtbarkeitszelle kein Kriteriumdafür ist, daÿ Skelette benachbarter Zellen sehr ähnlich sind: Das Überschreiten einer Sichtlinie zwischenzwei Zellen bewirkt zunächst, daÿ eine neue Ecke sichtbar wird. Diese kann weit entfernt von den bishersichtbaren Ecken liegen, so daÿ das neue Skelett sich quantitativ stark von dem vorherigen unterscheidenkann.



98 KAPITEL 4. OFFENE PROBLEME; AUSBLICKeinzusetzen, die gegenüber (geringfügigen) Kartenvereinfachungen weniger sensibelsind als der theoretische Algorithmus von Guibas et al. Das genaue Vorgehen hierbeiist ebenfalls eine weitere o�ene Frage.Viele der angesprochenen Punkte beschreiben Probleme in der Praxis, die durch Unzu-länglichkeiten der eingesetzten Technik zustandegekommen sind, besonders aufgrund vonMeÿungenauigkeiten. Diese werden sich auch in Zukunft nie vollständig vermeiden lassen.Es ist zwar (unter Erhöhung der Laufzeit eines Algorithmus') möglich, Ungenauigkeitender Rechnerplattform in ihrem Ein�uÿ zurückzudrängen, indem man zum Beispiel aufexakte Arithmetik ausweicht. Das Entscheidende wird aber immer die Schnittstelle zwi-schen Computer und Umwelt sein, die nicht ohne einen Verlust an Präzision zu passierenist. Leider verhalten sich die Ungenauigkeiten nicht stetig in dem Sinne, daÿ leicht ver-rauschte Eingabedaten stets auch nur ein leicht abweichendes Endergebnis (zum Beispieleiner Lokalisationsanfrage) zur Folge hätten. Wir haben gesehen, daÿ das Verfahren vonGuibas in der theoretischen Version für die Praxis nicht sofort anwendbar ist, da reinalgorithmisch viele der Schritte nur bei exakten Berechnungen möglich bzw. sinnvoll sind.Dies gilt zum Beispiel für die Entscheidung darüber, ob eine Kante eines Sichtbarkeits-polygons eine Scheinkante ist, dadurch auch für die Extraktion des Sichtbarkeitsskelettsaus einem Scan etc.Rechenungenauigkeiten lassen sich also nicht allein dadurch in ihrem Ein�uÿ reduzie-ren, daÿ man überall dort, wo in einem Algorithmus Vergleiche anstehen, Distanzfunk-tionen einsetzt. Vielmehr sind in den meisten Fällen auch algorithmische Veränderungennotwendig, wie wir es zum Beispiel in Abschnitt 4.1.2 über den polygonbasierten Ansatzbei einer Lokalisationsanfrage gesehen haben.



Anhang ATestbeispieleDieser Teil des Anhangs stellt einige Testbeispiele vor, die mit den in Kapitel 2 vorge-stellten Ähnlichkeitsfunktionen gewonnen wurden. Sie dienen einer graphischen Veran-schaulichung der hergeleiteten bzw. prognostizierten Verhaltensweise der Metriken beibestimmten Arten von Rauschen etc. Für eine genauere Analyse siehe in den jeweiligenKapiteln.Die Beispiele (zur PKF- und zur FIF-Metrik) sind wie folgt aufgebaut: Zunächst wer-den einige Paare von Polygonen direkt miteinander verglichen. Sie zeichnen sich durchspezielle Eigenschaften (vor allem gewisse Fälle von Rauschen) aus, die jeweils diskutiertwerden.Im zweiten Teil wird ein Musterpolygon vorgegeben und mit verschiedenen mehr oderweniger ähnlichen Polygonen verglichen. Die Ergebnisse sind in der Reihenfolge ihrerÄhnlichkeit zu dem Muster aufgeführt. Daraus kann man ablesen, was für Polygone diejeweilige Distanz als ähnlich ansieht.In den Beispielen aus Abschnitt A.1 ist jeweils der spezielle Kernpunkt angegeben. Daer als kernnächster Punkt gewählt wird, ist er oft kollinear mit einer der Polygonkanten.A.1 Beispiele für SpezialfälleDie Kopfzeile folgender Tabelle enthält die Bezeichnungen der Funktionsdarstellungen, aufdenen die jeweilige Metrik beruht. Vor einer Betrachtung der Zahlenwerte emp�ehlt sichein Blick auf die zugehörigen Abbildungen, da dort auf die Besonderheiten des aktuellenPolygonpaares hingewiesen wird. Der Vergleich der PKF-Distanzwerte mit den absolutenFIF-Werten macht wenig Sinn, da die Funktionen verschiedene Wertebereiche haben. Mankann aber relative Vergleiche anstellen.Für die Polygone aus Abbildung A.1 (�Rotation� ) wurden auch die Varianten derPKF-Metrik ausprobiert, die nur Translationen als Polygontransformationen zulassen. Esergab sich ein Distanzwert von 19:5433 für die (nichtapproximierte) PKF-Distanz undvon 21:7838 für die PKFlin-Distanz.
99



100 ANHANG A. TESTBEISPIELE
Abbildung PKF PKFlin FIF FIFlinA.1 (�Rotation� ) 0:0217819 0:021772 0:0186525 0:000314677A.2 (�Beispielszene� ) 31:9157 33:5932 3:718 5:9617A.3 (�skaliert� ) 50:5964 53:5509 0 0A.4 (�kollinear� ) 0 3:17972 0:0221669 2:99818A.5 (�Kerbe� ) 0:491679 2:05269 3:90533 1:34039A.6 (�leichtes Rauschen� ) 3:63465 1:9760 3:62581 2:73868A.7 (�uneinheitliches Rauschen� ) 4:92681 4:20746 4:7174 3:14649A.8 (�einheitliches Rauschen� ) 7:74074 4:50825 8:02348 3:94091Tabelle A.1: Vergleichswerte für die Polygonpaare aus den folgenden Abbildungen

Abbildung A.1: (�Rotation� ) Zwei Polygone, die sich nur durch eine Rotation unterschei-den. Alle vier Distanzwerte sind nahezu 0



A.1. BEISPIELE FÜR SPEZIALFÄLLE 101

Abbildung A.2: (�Beispielszene� ) Ein Polygonpaar ohne spezielle Eigenschaften. Die FIF-Distanzwerte sind allgemein kleiner, da sie den Flächeninhalt der Polygone auf 1 skalieren

Abbildung A.3: (�skaliert� ) Zwei Polygone, die sich nur durch eine Skalierung unterschei-den. Da die FIF-Metriken in der vorgestellten Form skalierungsinvariant sind, liefern siefür diese Polygone die Distanz 0 zurück � ein unerwünschter E�ekt, der bei den PKF-Metriken nicht auftritt



102 ANHANG A. TESTBEISPIELE

Abbildung A.4: (�kollinear� ) Das rechte Dreieck wurde als �Sechseck� mit fünf kollinearenPunkten auf der Unterseite eingegeben (die Kreise stellen redundante Punkte dar). DiePKFlin und die FIFlin haben mit diesen Polygonen Schwierigkeiten: Die zusätzlichen Eck-punkte bedeuten zusätzliche Stützstellen bei der Approximation und daher einen anderenVerlauf der linear approximierten Kurve als im linken Dreieck. Dadurch ist der Wert beidiesen beiden Distanzen von Null verschieden. Die nichtapproximierten Ähnlichkeitsfunk-tionen liefern wie gewünscht 0

Abbildung A.5: (�Kerbe� ) Das rechte Polygon besitzt an der Unterseite eine Kerbe, diedurch einen (groben) Meÿfehler entstanden sein könnte. Dies verändert zwar nicht denspeziellen Kernpunkt (der Schwerpunkt liegt in beiden Polygonen im Kern), aber dochdie Kurven der Polygondarstellungen. Dadurch ergibt sich in allen Fällen ein von Nullleicht abweichender Wert
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Abbildung A.6: (�leichtes Rauschen� ) Das rechte Polygon ist leicht verrauscht, indem ander diagonalen Seite ein zusätzlicher Meÿpunkt eingefügt wurde

Abbildung A.7: (�uneinheitliches Rauschen� ) Das rechte Polygon hat eine stark verrausch-te Seite, die Kernpunkte unterscheiden sich jedoch kaum



104 ANHANG A. TESTBEISPIELE

Abbildung A.8: (�einheitliches Rauschen� ) Ein einheitlich verrauschtes Dreieck, z.B. voneinem Laserscanner aufgenommen, und ein unverrauschtes Dreieck, z.B. aus dem Prepro-cessing gewonnenA.2 Vergleiche von Polygonen gegen ein MusterDie Idee zu folgendem Vergleichsverfahren stammt aus [ACH+91].Auch die Polygone, die hier verglichen werden, sind in etwa diesemArtikel (Seite 214) entnommen.Als Vergleichsmuster dient jeweils das nebenstehende Quadrat. DieTabelle enthält das Ähnlichkeitsmaÿ der letzten sieben Polygoneim Vergleich dazu.Die Werte der beiden FIF-Metriken sind erneut kleiner als die der PKF-Distanzen undliegen dadurch auch enger zusammen. Das ist wiederum auf die Stauchung der Polygoneauf den Flächeninhalt 1 zurückzuführen.
Abbildung A.9: PKF-Metrik2:21256 4:42994 5:81967 10:0243 15:4387 16:4494 18:1911Tabelle A.2: PKF-Metrik
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Abbildung A.10: PKFlin-Metrik

2:16822 4:75083 8:32637 8:90252 13:3249 15:8284 18:7481Tabelle A.3: PKFlin-Metrik
Abbildung A.11: FIF-Metrik

1:83816 3:84395 3:87478 3:93427 3:97508 4:93078 5:26266Tabelle A.4: FIF-Metrik
Abbildung A.12: FIFlin-Metrik

1:54779 2:50141 3:29697 4:28675 6:61712 8:30526 9:04502Tabelle A.5: FIFlin-Metrik
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Anhang BBegri�e und SymboleDieser Teil des Anhangs enthält eine Übersicht über Bezeichnungen, die möglicherweisein anderen Kontexten anders de�niert oder generell sonst nicht verwendet werden. Allge-mein bekannte Sachverhalte und Begri�e sind jedoch nicht aufgeführt, um die Darstellungübersichtlich zu halten. Ebenso sind keine Termini aufgeführt, denen im laufenden Texteine eigene De�nition gewidmet war.B.1 De�nitionenAutonomie Eigenschaft eines mobilen Systems, sich ohne menschliche Eingri�e selbst-ständig zu lokalisieren und zu bewegen. Vollständige Autonomie eines Systems ver-langt daher auch die Fähigkeit, auf unvorhergesehene Situationen und Bahnabwei-chungen bei der Bewegung zu reagieren.Hausdor�distanz Distanz �H zwischen kompakten Punktmengen A und B, die eineDistanzfunktion jj � jj für Punktmengen voraussetzt und wie folgt de�niert ist:�H(A;B) = max(~�H(A;B); ~�H(B;A)) mit~�H(A;B) = maxa2A minb2B jja� bjj:Dabei heiÿt ~�H die gerichtete Hausdor�distanz der Punktmengen A und B.�H ist eine Metrik, falls jj � jj eine Metrik ist.Invarianz unter geometrischen Transformationen Eigenschaft von Distanz- undÄhnlichkeitsabbildungen, unabhängig von diesen Transformationen zu sein, d.h. derDistanzwert zweier Objekte ändert sich nicht, wenn sie mittels der Transformatio-nen verändert werden. Insbesondere haben Objekte die Distanz Null, wenn sie sichnur durch solche Transformationen unterscheiden.Kernpunkt Punkt p im Innern oder auf dem Rand eines Polygons P, von dem aus jederinnere und jeder Randpunkt des Polygons sichtbar ist, d.h. die Verbindungslinievon p zu einem solchen Punkt schneidet keine Polygonkante. Falls für P ein solcherPunkt existiert, heiÿt P sternförmig.107



108 ANHANG B. BEGRIFFE UND SYMBOLEkritischer Punkt, kritische Stelle Beim Verschieben der Graphen zweier zusammen-gesetzter Funktionen: Lage der Graphen, bei der zwei !Übergangsstellen zusam-menfallen, d.h. die gleiche Abszisse haben.korrespondierende Punkte Zwei Punkte von Polygonen P und Q, die bei einem Mat-ching von P und Q aufeinander abgebildet werden.künstliche Kante Kante eines Sichtbarkeitsskeletts, die für die Überbrückung einer! Scheinecke eingefügt wurde. Eine künstliche Kante kommt nicht als Kante inder Szene vor, auch nicht als Teil davon. Mindestens eine der beiden Ecken derkünstlichen Kante ist eine Re�execke der Szene.redundanter Eckpunkt Eckpunkt eines Polygons, der kollinear mit seinen beidenNachbarn ist und dadurch einen Innenwinkel von 180� erzeugt.Scheinecke Ecke eines Sichtbarkeitspolygons eines Standorts p, die als erster Schnitt-punkt der Verlängerung der Strecke von p zu einer sichtbaren ! Verdeckungsecke vder Szene über v hinaus mit einer Szenenkante entsteht. Scheinecken liegen also�hinter� (d.h. sind insbesondere kollinear mit) den Verdeckungsecken, von p ausbetrachtet. Sie sind keine Szenenecken.Scheinkante Kante eines Sichtbarkeitspolygons zwischen einer ! Scheinecke und einerbenachbarten !Verdeckungsecke. Sie ist stets kollinear mit dem Betrachterstand-ort p. Gibt es in einem Sichtbarkeitspolygon mehrere Scheinkanten, so schneiden siesich alle in p.Sichtbarkeitszelle Zusammenhängender, konvexer, polygonaler Teilbereich des Frei-raums einer Szene, in dem alle Standorte dasselbe Sichtbarkeitsskelett besitzen,d.h. in dem von allen Standorten aus dieselbe Menge von Szenenecken sichtbar ist(auch in derselben angularen Ordnung) und in der sich das Sichtbarkeitspolygondaher qualitativ nur wenig ändert.Stütz- oder Übergangsstelle Abszisse des Graphen einer stückweise de�nierten Funk-tion, an der sich die De�nitionsgleichung ändert. Auch der Punkt des Graphen aneiner solchen Stelle wird als Übergangsstelle (des Graphen) bezeichnet.Verdeckungsecke Re�execke einer Szene (siehe De�nition 1.5 auf Seite 6), für die gilt:Der aktuelle Betrachterstandort liegt im Nebenwinkelbereich der Ecke, d.h. so, daÿgenau eine der beiden adjazenten Kanten vom Standort aus verdeckt ist.
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B.2. SYMBOLE 109Verdeckungslinie Verlängerung des Strahls von einer beliebigen Szenenecke u zu ei-ner sichtbaren !Verdeckungsecke v, wenn der Roboterstandort als u angenommenwird, über v hinaus, bis er die Szene in einer Kante tri�t. (Dieser Auftre�punkt isteine ! Scheinecke des von u aufgenommenen Sichtbarkeitspolygons.) Diese Liniensind die Grenzen der ! Sichtbarkeitszellen.B.2 SymboleAB Strecke zwischen A und BjABj Länge der Strecke zwischen A und B, auch d2(A;B) (Euklidischer Abstand)�!AB Vektor oder orientierte Strecke von A nach B4ABC Dreieck der Punkte A,B, C; in der Form4pPiPi+1 auch Sektor eines Polygonsmit Kernpunkt p und benachbarten Eckpunkten Pi und Pi+1@P Menge aller Randpunkte des Polygons Pf 2(x) Abkürzend für (f(x))2 (f reelle Funktion)M P Menge aller x aus M � R mit der Eigenschaft P (einstelliges Prädikat), d.h.M P := fx 2 M : P(x)g. Beispiele dafür sind R>0 , N 6=a etc.p!X In p ausgehender und durch X verlaufender Strahl (p 6= X)P = Q Gleichheit der geometrischen Objekte P und Q, d.h. abhängig vom KontextKongruenz, Ähnlichkeit etc., allgemein Identität (siehe P � Q) bis auf An-wendung bestimmter TransformationenP � Q Identität der geometrischen Objekte P und Q, d.h. Übereinstimmung ihrerPunktmengendarstellungen in Koordinaten[x] Ganzer Anteil von x 2 R�0 , d.h. [x] := maxfn 2 N : n � xg
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